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Prefa^a 


Lucrarea este rezultatul seminariilor de analiza matematica Minute de 
autoare studen^ilor anilor intai ai Facilitator de Automatica §i Calcula- 
toare, Electronica §i Telecomunica^ii §i §tiint;e Aplicate din Universitatea 
Politehnica Bucure§ti. 

Cartea este structurata in treisprezece capitole, con^inand o sec'giune 
teoretica cn principalele notiuni §i rezultate necesare rezolvarii exerci^iilor, 
o parte de probleme rezolvate care acopera programa de analiza §i prob- 
leme propuse studen^ilor pentru o fixare mai buna a cuno§tint;elor predate, 
precum §i pentru in^elegerea altor cursuri de specialitate. 

Pentru aprofundarea conceptelor fundamental ale analizei sunt necesare 
o pregatire teoretica suplimentara §i o participare activa in cadrul seminari¬ 
ilor §i cursurilor. 

Mult succes! 
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Capitolul 1 



Capitolul 1 

Serii de numere reale 


1.1 Definite §i proprieta^i generate 


n 


Defini^ia 1.1. Fie (u n ) n un §ir de numere reale §i fie s n = ^Uk §irul 


k=l 


sumelor par^iale asociat. Seria se nume§te convergenta daca §irul 


n 


s n este §ir convergent; limita acestui §ir se nume§te suma seriei; in caz 
contrar seria se nume§t-e divergenta (adica daca §irul sumelor part;iale nu 
are limita sau limita sa este +oo sau —oc). Daca §irul s n nu are limita nici 


oo 


finita , nici infinita vom spune ca seria ^\i n este oscilantS . 
Proprieta^i generale 


71 =] 


L Daca intr-o serie se schimba ordinea unui numar finit de termeni se 
ob^ine o noua serie de aceea§i natura ; daca seria ini^iala are suma 
atunci seria ob^inuta prin aceasta schimbare are aceea§i suma . 


2. Daca la o serie se adauga sau se scoate un numar finit de termeni se 
ob^ine o noua serie de aceca§i natura , dar cu alta. suma , in cazul in 
care seria initjiala este convergenta . 


3. Daca seria 


OC 

y^u n este convergenta . atunci pentru orice §ir ( k n ) n 


71=1 

crescator, divergent., de numere naturale, seria 


(rtl ~rU2~r . . . i-Ufa ) t (life, +1 + • • • +Mfc 2 ) + ■ ■ * 


(«k„+l 


U kn 


+1 



este de asemcnea convergenta §i are aceea§i suma ; daca seria 


oc 



U n 


72=1 

este divergenta , dax are suma . atunci §i seria de mai sus este diver- 


S 
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genta §i are aceea§i suma . Daca exista un §ir (k n ) n astfel incat seria 

CO 

de mai sus sa fie divergenta , atunci §i seria '^Un este divergenta . 


n —1 


oo 


4. Daca seria ^-u n este convergenta, §irul sumelor parlpale este marginit. 


71=1 


OO 


OO 


5. Fie £> n o serie convergenta §i ^ u n seria convergenta ob^inuta 


71 = 1 


7l=p+l 


OO 


prin inlaturarea primilor p termeni. Suma seriei ^ u n se noteaz& 


n=p +1 
oo 


cu Rp §i se nume§te restul de ordin n al seriei Cu ajutorul 


7i=l 


acestei notjiuni se poate enun^a proprietatea:resturile unei serii con- 
vergente formeaza un §ir convergent catre zero. 


OO 


CO 


6. Seriile §i ^au ni unde a6R\{0} sunt de aceea§i natura . 


71 = 1 71=1 

CO 


7. Daca seria este convergenta , §irul (u n ) n al termenilor sai este 


n=1 


<x> ^ 

convergent catre zero.Reciproca nu este adevarata :V- vom vedea 

n 

71=1 

ca e divergenta , dar lim — = 0. 

■n—*oon 

Aceasta proprietate numita condi^ia necesara de convergenta se 
mai poate enun^a in urmatoarea formulare echivalenta, utila in aplicatii: 

8. Daca §irul termenilor unei serii nu este convergent catre zero,seria este 
divergenta . 

Exemplul 1.1. Seria geometrica Fie a 6 H §i q € 1R numit ra£ie §i 
fie seria geometrica y y~]ag n . 

7l>0 

Suma par^iala de rang n a seriei este 


n i i a ^ 7 T' pentru q A 1 
s n = a + ag + ... + aq 1 = { v , 

na, pentru q = 1 


1 -q n 


Daca \q\ < 1, atunci lim s n = lim a— 

n—> oo ti—> oo 1 

este convergenta in acest caz §i are suma 


a 


1 ~q 


, deci seria geometrica 
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CAPITOLULL SERIIDE NUMERE REALE 


Daca |g| > 1, atunci se observa imediat ca §irul termenilor seriei nu con¬ 
verge catre 0, deci,conform proprietary 8., seria geometries, este divergenta 
in acest caz. 

1.2 Serii cu termeni pozitivi 

Proprieta^i: 

,1. §irul sumelor par^iale ale unei serii cu termeni pozitivi este strict 
crescator. 

2. 0 serie cu termeni pozitivi are totdeauna suma (finita sau nu). 

3. O serie cu termeni pozitivi este convergenta daca §i numai daca §irul 
sumelor par^iale este marginit. 

oo 

4. Daca este o serie cu termeni pozitivi , atunci ea are aceea§i 

n=1 

natura cu seria 

(U1+U2 + - • • + Ufc 1 ) + (Ufe 1 +l + - • -+U* 2 ) + . ‘ ■ + (^fcn+l + - • -+ u k n +i) + - • • 

unde (fc n )n este un §ir crescator divergent de numere naturale. 

Pentru stabilirea natui’ii unei serii cu termeni pozitivi se folosesc urmatoarele 
criterii: 

oo oo 

1. Primul criteriu al comparatiei Fie ^ u n §i ^ v n serii cu termeni 

n=l n~\ 

pozitivi.Presupunem ca u n < v n . Atunci: 

oo oc 

1) Daca seria este convergenta , atunci seria este conver- 

n=l n=l 

genta . 

oo oc 

2) Daca seria este divergenta , atunci seria este divergenta 

71=1 n— 1 

co oo 

2. Al doilea criteriu al compara^iei Fie §i serii cu termeni 

7i=l n— 1 

pozitivi.Presupunem ca —^ Atunci: 

oo oo 

1) Daca seria este convergenta , atunci seria este conver- 

n— 1 n= 1 

genta . 

OC OO 

2) Daca seria este divergenta , atunci seria ^ v n este divergenta 

n=l n=l 
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oo oc 

3. A1 treilea criteriu al compara^iei Fie §i ^ v n serii cu ter- 

n— 1 n—1 

meni pozitivi astfei meat lim — = l. 

n—*oo v n 

1) Daca 0 < l < oo, atunci cele doua serii sunt de aceea§i natura . 

OO oo 

2) Daca l = 0, iar seria este convergenta , atunci seria y^u n 

n=l n= 1 

este convergenta . 

co oo 

3) Daca i = -fee, iar seria este divergenta , atunci seria 

n=l n=l 

este divergenta . 

00 

4. Criteriul radacinii(al lui Cauchy) Fie o serie cu termeni 

__ n— 1 

pozitivi astfei incat lim = 1. Atunci: 

71 —> OO 

1) Daca l < 1, seria este convergenta . 

2) Daca l > 1, seria este divergenta . 

OO 

5. Criteriul raportului(al lui D’Alembert) Fie y\i n o serie cu ter- 

71=1 

Of [ 

meni pozitivi astfei incat lim —— = l. Atunci: 

Tl—KX> u n 

1) Daca l < 1, seria este convergenta . 

2) Daca l > 1, seria este divergenta . 

OO 

6. Criteriul lui Raabe-Duhamel Fie o serie cu termeni pozitivi 

71=1 

astfei incat lim n ( -1 

n-oc \Un+ 1 

1) Daca l > 1, seria este convergenta . 

2) Daca l < 1, seria este divergenta . 

CO 

7. Criteriul lui Kummer Fie o serie cu termeni pozitivi. 

71= 1 

1) Daca exista un §ir ( a n ) n de numere pozitive astfei incat §irul cu 

termenul general X n = - — a n+ i sa aiba limita strict pozitiva , 

atunci seria este convergenta . 

2) Daca exista un §ir ( a n )n de numere strict pozitive astfei incat seria 

oc i 

Y — sa fie divergenta , iar §irul (A n ) n sa aiba limita strict negative 

a n 

71=1 


J = l. Atunci: 
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OO 

atunci seria ^\i n este divergenta . 

n=l 

OO 

8. Criteriul de condensare al lui Cauchy Fie o serie cu termeni 

n =1 

pozitivi §i descrescatori, iar ( a n ) n un §ir crescator divergent de numere 
naturale astfel meat §irul de ter men general sa fie marginit. 

OO OO 

Sa se arate ca seriile '^\ n §i ^(a n +i — a n )u an sunt de aceea§i natura 

n= 1 1 

oo 

9. Criteriul logaritmic Fie o serie cu termeni pozitivi §i sa pre- 

n— 1 

In 

supunem ca exista lim — — = l. 

«-»oo in n 

OO 

1) Daca l > 1. atunci seria este convergenta . 

n=l 

OC 

2) Daca l < 1, atunci seria, ^it n este divergenta . 

n=l 

oo 

10. Criteriul lui Gauss Fie o serie cu termeni pozitivi astfel meat 

n=1 

raportul se poate pune sub forma = A 4- ^ unde 

a > 0, iar (0 n ) n este un §ir marginit, atunci ea este convergenta , 
daca A > 1 sau daca A = 1, fi > 1 §i divergenta daca A < 1 sau daca 
A = !,/*< 1. 


11. Criteriul integral Fie /: (0, oo) —> [0,co) o func^ie descrescatoare §i 
fie §irul a n = f(t)dt. Atunci seria este convergenta daca §i 

n 

numai daca §irul (a n ) n este convergent. 


Exemplul 1.2. Seria armonica generalizata Fie seria 
a. € R. Vom stabili natura ei. 



Daca a < 0, atunci termenui general al seriei nu converge catre 0, deci 
seria este divergenta . 

Daca a > 0, termenii acestei serii formeaza un §ir descrescator de numere 
pozitive, deci putem aplica criteriul de condensare. Luand in acest criteriu 
a n = 2 n , deducem ca pentru a > 0 seria data este de aceea§i natura cu 


00 2 n °° 1 

seria geometric^ £7^ = Eji^lK 

n —1 ' ' n— 1 


Cum ultima serie are rat;ia 



rezulta ca ea este convergenta pentru a > 1 §i divergenta pentru a < 1. 
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Prin urmare, seria armonica generalizata este convergenta daca a > 1 $i 
divergent a daca a < 1. 

Pentru a = 1 seria se nume§te serie armonica . 


1.3 Serii alternate 


Defini^ia 1.2. Se nume§te serie alternate. 

produsul u n u n . j-i < 0> Yn E IN. 


OO 

o serie ^ u n pentru care 

n=1 


oc 


Criteriul lui Leibniz Fie y^(-l) n+1 


u n o serie alternata . Daca §irul 


n= 1 

{u n )n este descrescator §i converge catre 0, atunci seria este convergenta . 


1.4 Serii absolut convergente. Serii semiconver- 
gente 

oo 

Defini^ia 1.3. 0 serie se nume§te absolut convergenta daca 

n=1 

OC 

seria modulelor ^|u n j este convergenta . 

71=1 

Seriile absolut convergente au urmatoarele proprietaip: 

1. Orice serie absolut convergenta este convergenta . 

2. Prin orice permutare a termenilor unei serii absolut convergente se 
obfine tot o serie absolut convergenta cu a.ceea§i suma . 

Studiul convergen^ei absolute se face cu ajutorul criteriilor de la seriile cu 
termeni pozitivi. 

Definitia 1.4. Se nume§te serie semiconvergenta , orice serie conver¬ 
genta pentru care seria modulelor este divergenta . 

Pentru a stabili daca o serie cu termeni oarecare este convergenta se 
poate cerceta, in baza proprietalpi 1., daca ea este absolut convergenta sau 
se aplica urmatoarele criterii: 

OO 

1. Criteriul general al lui Cauchy O serie u n este convergenta 

n= 1 

daca §i numai daca pentru Ve > 03 N(e) E IN astfel meat Vn > N(e) 
sa avem |n n +i + u n+ 2 + ... + u n+p \ < c, Vp > 1. 

oc OC 

2. Criteriul lui Abel Daca seria se poate serie sub forma 

n= 1 n=l 
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OO 

in care §irul ( a n ) n este monoton §i marginit, iar seria ^ju n este con- 

n=1 

vergenta , atunci aceasta serie este convergenta . 

00 

3. Criteriul lui Dirichlet Daca seria ^jun se poate scrie sub forma 

n=l 

oo 

y^a n v n in care ( a n ) n este un §ir monoton tinzand catre zero, iar §irul 

n =1 

de termen general V n = v\ -\-v 2 +... + v n este marginit, atunci aceasta 
este convergenta . 


1.5 Opera^ii cu serii 

OO OO CO 

Defini^ia 1.5. Fie §i ^ju n serii.Seriile + v n ). 


n =1 n=1 


n=l 


oo 


cc 


- v n ) §i unde w n = uiv n + u 2 u n _i + ... 4- u n -\v 2 + u n v\ se 


n=1 


co 


co 


numesc suma, diferent-a §i produsul seriilor §i y "jo. 

Proprieta^i: 


71—1 n=1 


1. Suma §i diferen^a a doua serii convergente este convergenta . Daca 

CO OO OO OO 

s,a , 5, s' sunt sumele seriilor 4- v n ), y^(u n — v n ), 


atunci S = s -h a, s' — s — cr. 


71=1 72=1 71=1 


71 = 1 


CO CO OO 


2. Teorema lui Abel Daca seriile y\j n , ^^v n ^Tjuj n sunt convergente 


n=l n—1 n—1 

§i daca [/, V, W sunt sumele lor, at unci U -V — W. 


OO OO 


3. Teorema lui Mertens Daca seriile ^ju n sunt convergente §i 


n=l n=l 


00 


cel pu^in una dintre ele este absolut convergenta , atunci seria ^\) n 
este convergenta §i avem U ■V — W. 


n=l 


oo oo 


4. Teorema lui Cauchy Daca seriile \'u n ,'S^v n sunt absolut conver- 

71=1 71=1 

OO 

gente, atunci seria y^u; n este absolut convergenta . 


71=1 



1.6. APROXIMAREA SUMELOR SERIILOR COXMlRGEXTE 1: 

1.6 Aproximarea sumelor seriilor convergent e 

Evident, suma unei serii convergente se poate aproxima cu termers 
§irului sumelor par^iaie. Dam mai jos doua rezultate in acest sens. 
Aproximarea sumelor seriilor cu termeni pozitivi 
Fie u n > 0 si fie k > 0 astfel meat < k < 1. Vn E N. Daca S este suma 
seriei convergente Yln<=N u n> i ar s n = Ylk=o Un es ^ e suma primilor n -f- 1 
termeni, atunci: 

/c 

I'S' — 3 n \ < - 

Aproximarea sumelor seriilor alternate 

Fie Z) n6 Ar(—l) n ^n o serie alternate, convergenta , §i fie S suma sa. 

Dac& S n = Y%=o(—l) k ' a k as te suma primilor n + 1 termeni, atunci 


\S S n \ E: u n+l• 


1.7 Probleme rezolvate 

oo 

1. Daca seria — x n _i|, unde x n 6 3R, este convergenta , atunci 

n—2 

(%n)n>i e convergent.Reciproca nu e adevarata . Da^i un contraexem- 
plu. 


71 

Soluble. Fie S n = — %k- 1 | 

k =2 


OO 

Cum ^Tj:r n — x n -\\ este convergenta rezulta ca {S n ) n e convergent, 

71=2 

deci e §ir Cauchy, adica |x n+p - x n \ = \{x n j- p - x n + v - 1 ) + {x n+p -i~ 

Xn+p—2) T . . . + (x n +l Xfi'jl G \x n + p X n + p -l\-r \x n j. p -i X n -\-p—2\ J r 

... + !*n+i - Xn\ = S n +p ~ S n ,Vn > 2,Vp > 1 => (x n ) n e §ir Cauchy, 
deci (x n ) n e §ir convergent 


CC 

/ i \ n i v— 

Contraexemplu: x n = - e convergent la 0, dar y Jx n 

n—2 

cc 1 

~ = cc 

n 


%n— 11 ^ 


□ 


k, Sa se demonstreze ca , daca e convergenta cu u n > 0, monoton 

n=1 

descrescator, atunci lim nu n = 0. 

n—>oo 
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OO 

Solufie. convergenta =4 (s n ) n convergent =4 (s n ) n e §ir Cauchy 

71=1 

=4 Ve > Odn £ > 1 astfel incat js n — s n J < | ,Vn > n e =4 
=4 |u ne+1 + ... + u n \ < | =4 u ne+1 + ... + %< | (modulul dispare 
deoarece u n > 0) =4 (n — n £ )u n < § (deoarece u n e descrescator) 

Fie n > 2n £ =4 n — n £ > n — § = f =4 < (n — n £ )u n < 

< | =4 Va > 03iV £ = 2n £ astfel meat Vn > iV £ sa, avem min < e 44 

44 lim nu-n = 0 □ 

n—>oc 


OO 

3. Sa se demonstreze ca ^\i n , cu u n > 0, monoton descrescator e con- 

n=i 

vergenta 44 lim u n = 0 §i a n = s n — min e marginit. 

n—>oc 

OO 

Solufie. ” =4 ” ; u n e convergenta =4* lim u n — 0 (cf. proprieta^ii 

^ n—>oo 

n=l 

7, sec^iunea 1.1) 

Sirul sumelor par^iale ( s n ) n e convergent §i cf. exerci^iului precedent 
lim nu n — 0. a§adar (<r n ) n e convergent, deci marginit. 

n—> oc 

” 4= ” Cum (cr n ) n e marginit =4 3/c > 0 astfel incat 0 < a n < 

< k, Vn (E IN 

Fie m € IN. Cum lim n n = 0 rezulta ca acestui m ii corespunde un 

n —►oc 

rang no astfel incat Vn > no avem u n < =4 \mu m = mu m — 

-\rnum < m(u m -u n ) < m+n 2 +.. .+n m -rnn m < ni+U 2 +.. .-fu m - 
mu m -j~ +n m+ 2 “l - • ■ • V(n iri^Un —— u\ -!~U 2 "h • • • ~r Un 'm^n <C 

< k =4 mu m < 2k, Vm £ IN =4 ni + ... + u n < k -f nu n < 3 k, 

Vn G 1N =4 (s n )n e majorat §i cum e crescator (cf. proprieta^ii 1, 

CO 

sec^iunea 1.2) rezulta ca ( s n ) n e convergent, deci e convergenta 

71 =1 

□ 


OO ^ 

4. Sa se afle suma seriei > arctg —=■-- 

n 2 + n + 1 

n=0 


Solufie. Observam ca pentru Vn € IN 1 *' avem: arctg = 

i__ i_ 

= arctg = arct § n “ arct § A 


rj n~r 1 

n 


i i 

^ — prr-f. 


Gasim ca : b arctg 9 = 2arctg 1 - arctg 

7 J k- H - /c — j— _L 


k=Q 


7r 

n -I-1 2 


Deci seria data este convergenta §i suma sa este §. 


□ 
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5. Sa se studieze natura seriei 2_^~r7 >—> un( ^ e este fixat, iar 

n=1 

in caz de convergenta sa se calculeze suma. 


Soluble. U n - - (p+n) r .; (n+1) - v r h [(n+l)...(n+p-l) (nf2)‘(n+p) 

Deci Sn - l^ Uk - p ~ ^ p!+ ■•( fc +p-1) 

Jy _ l _ l _i = -+!_(!_ 

f-^(k + 2).. .(k + p) (n + 2)...(n + p) p-1 p! 

fC— J. 

_1_1_> _1_eL ii m _i^_ □ 

(n+2)...(n+p) p—1 P~^-n—>oo(n + 2) . . . (n, + £>) p— 1 


_ P'- 


6. Sa se stabileasca natura seriei - m + l)(n - m + 2)... (n - 1)^ 

n! 


Solutie. u n = (u=B±mi=IS+^kAl = >* = »n>5±”> = 1 

* n n! (n—m)! (n—m)! (n—m—1)! 

i m 

*5^ — 'lim + W m -f-i + ■ • •+^n = rn-rl + y + Y! + f| ; + ^ + -- -'r 


= i + ft + ■ • • + (n-^-i)! + m [! +1! + i + •■■+ (^j ==► 
=+- lim 5 n = e + me, deci seria e convergenta □ 

n—>oo 


Sa se stabileasca natura urmatoarelor serii: 


^n 2 (a - 1 ) , 

7. V -—-,a>0,a^l 

/ — J _ n-r 1 


l + Vn-T 


***«• Fie z„ = = J • — 0 

V ' ' n 

Stim ca QXn ~ 1 —*• In u, daca x n —» 0 

3*71 

Termenul general u n al seriei se scrie : 

Un = -4r-Xn- = rfr • ~ ■ —> In o ^ 0, deci, 

71 71+1 71 X n 1++ n /l + l Xn 

cf. criteriului necesar, seria este divergenta □ 


7 m ^ Q! Ca u; \ 

7 8 - 2^ C0S 2 COS 22 ■•• cos %7'' a G ( 0)7r ) 

n=1 ~ "" 
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Solutie. ti, 


^71 

CO S j COS cos 


ccs | cos $ 

• COS I sin - £ - 
sin ~ 


cos^ 


cos f cos p-... cos sin ^ 


1 2 n ~ 


■®-T-3- 

sin ^ 

cos § cos cos £ sin ^ 

«Tn -S- 


sina 
sin ^ 


sin ^• 


i v ,. ^rsina .. §c 1 

- =*> lim u n = lim —— = sin a- inn - - ■- - 

— 2 n n—*oo n—>oc Slfl^r n-*oosm ^ OC 

0, deci, cf. criteriului necesar, seria este divergenta 


sin a 
oc 

□ 


OG 


^ 9 - E 


^ " + ^/ln(» +1) 


OC 


Soluble. 


oc 1 OO - 

= y_-__ = V_I 

Z—J n / , i \i . . Z^ _ — i-rlnl 


"W + 1) ^ [ln(n + 1)]=4 t lnln(n+1) 


Calculam lim 


lnln(n+l) = lim 


lnln(n -f 2) — lnln(n + 1) 


n-»oon + l ' ' / n-»oo n -j- 2 — (n + 1) 

= lim In + = In lim j ^ -- + ^ = lnl = 0 (cf. lemei lui 

oo \ln(n +1) / n-rooln(n +1) v 

Stolz) ==> lim ^ /r r=--r = — = 1^0, deci, cf. criteriului 


n ~^°° n+ ^/ln(n -f 1) 
necesar, seria este divergenta 


□ 


OO 

10. y^~ \/Jn + 1) (n + 2)... (n + n) 
n 


n -1 


Solutie. u n = \ \J(n + l)(n + 2).. .~(n + n) = ^/ (. n tl)( n xg- : (n+n) 

(n + 2)(n + 3)... (ti + 1 + 7i 4“ 1) 

=y lim ii n = lim 


n—>co 


n 


n—>oo 


(n+1) 


= lim fnL_V. (^ + l)(2n + 2) = ^ 


(rH-l)(n+ 2 )...(n+n) n —>oo \^ri + 1 J (n + l) 2 n —>00 4 - i^ n 

• = f 7 ^ 0 ) deci, cf. criteriului necesar, seria este divergenta □ 


00 i 

n. y —- 

Z—d 7 n 4- 


n=l 


7 n + 3 n 


oo ^ oc ^ 

Solutie. Cum ^ avem ^ 7 ~—-- < ^ —, deci ’ cf< P rimu ' 

n =1 n=l 

oo ^ 

lui criteriu de comparatle seria este convergenta , deoarece seria 


este convergenta fiind serie geometries, de ra^ie subunitara 


n=l 


3 n 

□ 
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cc 



oo OO 00 /o\ n 

Soluiie. Avem ^3 n sin < ^3 n • ~ = 7 r^P ( - j §i, cf. primului 

71=0 71=0 ^ 71=0 ' ' 

OO 

^ 7T 

criteriu de comparable, seria 2j3 n sin — e convergenta fiind majorata 


71=0 


de seria geometrica cu rab-ia I < 1 care e convergenta 


□ 


CO 


13. YXV n 4 + 2n + 1 — n 2 ) 


71=1 


Soluiie. u n = s/7? + 2 n + 1 - r? = 


CO ^ 

Aplicam criteriul al treilea de comparatie comparand cu seria -: 

'n 

n~l 


2n-rl 


oo 


lim 

n—>oc 


v / n 4 "h2n+l+n 2 


divergenta 


l 

71 


= 16 ( 0 ,oo), deci ^(yn 4 + 2 n + 1 - n 2 ) este 


n —1 


□ 


co 


14, )^(e sm n ( n ‘+ 1 ) — 1) 


71=1 


Soluiie. x n = sin —» 0 §i §tim ca - —» 1 


OO 


Cu criteriul al treilea de comparable obbinem ca seria ^T^(e sm 7l(n+1) — 1) 


71= 1 


DC 


axe aceea§i natura cu seria Y, sin —-—-—- §i aplicand inca o data 

n=1 ' 

criteriul al treilea de comparable pentru ultima serie §i binand cont 


sin — y|* 

de faptul ca lim- n i n+1 ^ = 1 obbinem ca seria sin —7 -— are 

fi —>00 ** —- * ^ 71 (71 *4— I 1 


n(n-fl) 
co 


^ n(n + l) 

71—1 


aceea§i natura cu seria 'Y, l ~~ tt care e convergenta 

71=1 ' 


□ 



_1_ 

y/ 2 + \/Z + ...+ tfn 
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CAPITOLUL 1. SERIIDE NUMERE REALE 


Solute. Folosim criteriul al treilea de comparable §i comparam cu seria 


oo 1 

X- 

h n 


l+v / 2+^ / 3+-+\^. _ _ 2 _ 

1 «-»ool +\/2 +^3 + ...+ 


lim 

n—>oc 


n 


= lim 


n-rl—n 


n- 


>°°1 + \/2 + + ... + \/n 4- n+ ^n -hl-(l + v / 2 + v / 3 + ...+ $/n) 

= lim .,, . —^ = 1 e ( 0 , oo). deci seria este divergenta □ 


n—>oc 


n+1 


v^n +1 


16. y^(arctg ^ 1 -f i - arctg ^/l - i) 

n=l 


Solupie. arctg ^1 + J - arctg -^/l - J = arctg n x = 

°o x 

Comparam la limita cu seria : 


n=l 


arctg 


lim- (^vEg li vEW ^l ) - = Um 


arctg 


2 

n 




n—>oo 


I 

n 


n—»oo 


2 

n 


(W 1 ^) (v^+I+-nA-?J _ 


x 

n 


lim 


( 1 + V /l_ i) (\A+? + \/ 1 _ n) 

2 


( X + \A ~ ^) (\/ 1+ n + a / 1 ~ n) 

= k € ( 0 , oo), deci seria data este divergenta □ 


OO 




n~2 


i 



Solufie. Deoarece xAnn < ^/n, pentru Vn € IN avem 
pentru Vn > 2 , n E IN 

Cum lim {/n = 1 rezulta cf. proprietabii 8 ., secb-iunea 1.1, ca seria 

n—>cc 

CO ^ 

> — 7 = este divergenta . 

y/n 

n ~2 

Cf. primului criteria al coinparabiei rezulta ca §i seria data este diver¬ 
genta . □ 
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oo 1 

is. E-V 

“n {/n 

n=l v 

1 j 

Soluiie. Cum = -A= §i lim —= = 1, rezulta , cf. cri- 

% n y/n Vn n-+oo ^/n 

teriului al treilea al comparand, ca seria data are aceea§i natura cu 

o° 1 

seria Dar aceasta este seria armonica , ce este divergenta .Prin 

■“ n 

n= 1 

urmare §i seria data este divergenta . □ 


19. -r,a > 0 

~n( 1 + a + . -. + a n ) 

n=1 v ' 

Soluiie. Pentru a > 1 avem ^^ +Q j - +a n) < ^,Vn e IN. 
oo 1 

Cum seria este o serie geometrica de ra^ie ^ < 1, ea este con- 

n= 1 ^ 

vergenta . Cf. primului criteriu al comparatiei deducem ca seria data 
este convergenta . 

OO ^ 

Daca a = 1, seria data devine > —-— si. deoarece }, tk < -4-. 

t—'nin+l) n(n+l) n 2 - 

n= 1 K 

Vn E IN, rezulta ca §i in acest caz seria data este convergenta . 

Pentru a < 1 vom aplica al treilea criteriu al comparafiei folosind ca 
serie de cornparaf.ie seria armonica . 

Avem 

i. n(l-\-a-\-...-\-Q. n ) i. 1 i. 1 U 

lim —-=-- = lim-= lim -- -j = 1 — a 

71—MX) -±- n—*00 1 -j- 0. + . ■ . + CL n 71 >00 1 — a n+l 

n 

Cum seria armonica este divergenta , deducem ca §i seria data este 
divergenta , in acest caz. □ 

20- > A t - - v 7 - v -- , a 6 IR 

^ 2 ■ 4 • 6 •... • (2n) 


Soluiie. Avem 

12 4 S 

2 3 5 5 


2n — 2 1 3 5 

2n — 1 < 2 ' 4 ‘ 6 


2n — 1 ^ 2 4 6 2n 

2 n < 3 ’ 5 ’ 7 2n -r 1 


Amplificand aceasta dubla inegalitate cu | | f •... • . A. ob^inem 

1 ^ ri • 3 • 5 ■... • (271 — 1)1 2 ^ 1 

4n < 2 • 4 * 6 •... • (2 n) < 2n + 1 






CAPITOLUL L SERIIDE NUMERE REALE 


Extragand radacina patrata §i majorand in dreapta deducem 

1 1» 3 • 5 •... • (2n - 1) 1 

2-y/n < 2 • 4 • 6 •... • (2 n) < y/2n 

Prin urmare, 


1 1 • 3 • 5 •... • (2n - 1) 

2 a nf 2 • 4 • 6 • ... • (2 n) 


i a 


< 


rt- - ’ 

22 n2 


pentru Vn > 2 §i a > 0 §i 


> 


1 a 


1 • 3 • 5 •,.. • (2n — 1) 

2 • 4 • 6 •... • (2n) J ' 2f n? ’ 


> 


2 a n2 

pentru Vn > 2 §i a < 0 

De aid deducem ca seria data este de aceea§i nature, cu seria armonica 
generalizata §i, prin urmare, ea este convergenta pentru a > 2 

Tl 


n= 1 


§i divergenta pentru a < 2. 


□ 


21- £ 
n> 1 


n-i 


e — 1 + - 
V n 


,p € R 


Solufte. Cum (l + ^) n < e < (l + ^) n+1 =4> 0 < e — (l + ^) n < 

< (1 + l )" +1 -,(1 + J )" =* - (1 + i )" < (1 + h) n (1 + i - 1 ) 

=*«n < (l + s) S>> cup>0 

Folosim criteriul al treilea de comparable: 

(1 1 Jd 71 ? JL / 1 \ np 1 

lim i±± j d-J B £. = e v e ( 0 , 00 ), deci V (1 + - ] 4 - £4 

n .—>00 X v 75 ^ V ri J nP ^rtP 

71,P /n 1 ' / 1 


nP n>l x ” / " n>l 

care e convergenta pentru p > 1. A§adar, cf. primului criteriu de 

1 


comparable, seria 


n>l 


n* 


e “ 1 + n 


e convergenta 


Pentru p € (0,1] vom folosi inegalitatea 2^+2 < e — (l + ir < 


< 


2 n+l 


,n G 3N*(1) 


Avem (1) <= 

+ (l±iL>. 

>^> 


2n+2 

1 


< 1 - 


(i+i)’ 


2 n-{-l 

2n 

2 n-f 1 


> 1 - 

2ti+2 

271+1 


< 


2n-\-2 


> 


< 




2n+l 

(1+iT 

e 

2n+1 
2n 


> 1 - 


2 n+2 
1 


< 


> —1 + 

_ , v 2n+l 

2*77,—|— 1 2n+2 

in (1+snr) 


> 


< 


< In e - In (l + ±) n < In (l + ^) <^ In (l + 2 ^ 1 ) < 1- 
-nln(l + i) <ln(l + ^) 
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22 . 


Consideram func$iile f,g: [1, oo) —► R,/(x) = In ^1 + ^pr) + 

+z In (1 + i) - 1 ,g{x) = In (1 + + x In (l + A) - 1 

Aratam ca Vz e R avem f(x) < 0 < g{x ) 

f'(x) = In (1 + I) + *.^.(-£) + T ^.(- T5 -l^) = In (1 + A) - 

“x+T “ (2 z+2) 2 (2x+1) = (* + x) ~ 2x+\ ~* f"( X ) = ' (~f) + 

+ (24i) s = ~~ g(g+i) 1 (2g+iy » Va? ^ 1 =► /' e descrescatoare §i cum 
lim f"{x) = 0 => f(x) > 0,Vx > 1 ==$> / e crescatoare §i cum 
lim f(x) — 0 =4> f(x) < 0,V:r > 1 

X —»OC 

a>( x \ = 2_1 + In (l -I- - -L- =-> a"(r') = (g»+l) 2 +g(s+l) ^ 

3 \ X ) 2X+1 X + 111 V 1 ' x) X+l ^ 3 \ X ) X 2(x+1)2(2®+1)2 > 

> 0 =>• g' crescatoare §i cum lim g'(x) = 0 =$■ g'(x ) < 0, Vrr > 1 ==» 

71—MDO 

=>• p descrescatoare §i cum lim g(x) = 0 ==> g(x) > 0,Vx > 1 


d- E < E 

n>l ' 1 ' n>l 


e-(l + - 
V n 


n-i V 


iar E (: 

n> 1 V 


2n 2 


1 


6 - 1 + n 


divergenta pentru p 6 (0,1], a§adar seria ^ 

A n>l 

divergenta cf. primului criteriu de compara^ie 

ivi p n np 


n -I p 


este 


este 


.Pentru p < 0 avem ^ 

T 

1 


sens. 


i*E 


n>l 


n>l L 
n 


e-{! + - 


> 


( 1 H— ) —, deci 

n>l ' n > * 


e — 1 + 


n 


este divergenta deoarece este minorata de 


o serie divergenta , termenul ei general nesatisfacand criteriul necesar 
de convergent □ 


E a n 

—=,a>0 

Vri. 


n> 2 


_sH < a n 
Vrt. - 


Soluiie. Avem v^rd > 1 ,Vn = 

Pentru a < 1 =>• < 2ja n care e serie geometries, cu ra^ia 

n>2 n>2 

subunitara, deci convergenta §i atunci cf. primului criteriu de compara^ie 


n n 

, X—> v 

seria / == este convergenta 


n>2 


= n => ^ < -S 


H/ _ f* 71 

JL 

n -v/rT 




Pentru a > 1 aplicam criteriul raportului pentru seria —: 


n> 2 
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lim ++ = lim a 


n 


71 —'OO 


— a > 1, deci seria e divergenta §i, cf. 


n-»oo n + 1 

fV 

a n 

primului criteriu de comparable seria } —= e divergenta 

Z>2 ^ n! 

Pentru a = 1 obbinem seria ^"tf= §i avem < y^-^=, deci cf. 

n> 2 ^ n>2 n n>2 V n * 

primului criteriu de comparable seria y^-^== este divergenta □ 


v~>ci n n! 

23. V-. a > 0 

n n ' 

71=1 


Solufie. Cf. criteriului raportului avem lim 


Q"n-r 1 


_ a 


n—*oo a n 


lim a • ( - 

n-»oo \ n + 1 


n 


e, seria este convergenta 


Daca 0 < a < 


' ' 7- — c 

> e, seria este divergenta 
00 ! 


00 e n n! 

Daca a = e, seria devine -- 

’ ^ n n 

71=1 

Cum = e • (^j) = ^yr avem 1 = (l + £)" • y^^yr < 
< + n) ’ = 1 + n => 1 < "Sr - ^ a n < a 

dar a n > 0, deci lim a n ^ 0, rezulta ca seria este divergenta 


o° 

E cl a 

nl sin a sin - ... sin —, a £ (0,7r) 


71=1 


Solufte. Aplicam criteriul raportului : 
lim 1 = lim (n + 1) sin 


7i—>oo a r 


71-^00 


. = lim 

Tl + 1 n—>oo 


sm 


2S+1 _ 


a = a 


71+1 


Daca 0 < a < 1, seria este convergenta 
Daca 1 < a < 7r, seria este divergenta 


1 1 

Daca o = l. seria devine > n! sin 1 sin - ... sin — 

2 n 

71=1 


Cf. criteriului lui Raabe-Duhamel avem 

On - \ ... / 1 


lim n 

71 —>OC 


— 11= lim n , . , , 

a n +i ) n ~ iCC \ (n + 1) sin 


-1 = 
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= lim n 


1 —(n + l)sin^ _ 


= lim n • 


i-=fs 

n+1 


Hill I O -i - 11111 I L ^ 

(n + 1) sin **->00 sinpy 


n+1 


Pentru calculul limitei trecem la functjii rvr i—» x. A§adar, 


(1 \ l-sm* 

lim (-1 ) • —t— 2— = lim 

x-+o \x ) *->o \ sin x 


n+1 

2 _ sing 2 _ sing 


smg 
x 

.. (x — sinx x — sinx\ 1 — cosi 1 —cosx 

= lim (-;-:- I = lim —--lim ■ 


x—*o y xsmz smar 
sin a; 


= lim 


x—»o cos x 4- cos x — x sin x 


x-+osin x + x cos x x—>o cos x 
— 0 = 0 (am folosit THospital) =+ 


lim n ( -1 ] = 0 < 1, rezulta ca seria este divergenta □ 

n-+0 ° \&n+l / 


oo / , \ n 2 


25.g(^J 


( lV' 

Solutye. Avem lim v/u^ = lim a ( 1 -f— = a ■ e 

n—>oo n—>oo y n J 

Prin urmare, cf. criteriului radacinii, daca a < seria data este 
convergenta , iar daca a > ^, seria data este divergenta . 

w j . , w _ . ^ fn-r l\ n2 1 

Daca a = ~, seria data devme > - • —. 

e ^ V n J e n 

71= 1 X 7 

Din inegalitatea e < (l + ^) n+1 , Vn € IN, ob^inem 

(i+lTl_i_ 


IN" 1 


1 + «) ’ e ” > (1 + A f +n (1 + i) 


i 

1 \ n 2 +n ( i _l 1 D n ’ 


de unde 


( l\ n 1.1 1 

lim 1 H— ■ — > lim -= - 

n—*oo y n J e n n—>oo M -)- i-j e 

Rezulta ca §irul termenilor seriei date nu converge catre 0 in cazul 
a = deci. cf.propr.8., seria este divergenta in acest caz. □ 


oo 


26. £ 


(3 n) n 


\J (16n 2 -f 5n + l) n+1 


Soluble. Cf. criteriului radacinii avem 
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lim = lim-^rr = 

n ^°° n ^°°(16n 2 + 5n + l)^r 

.. 3 n 

— lim / - - ■■ - — , ■ ■■•--- 

n_>0 ° ^/(lQri? + 5n + 1) • \/l6n? + 5n T 1 

V 3 1 

= lim-- *- r 

”-“(16+f+ 4,)j ^n(16+ 4 + 4j)s 

seria este convergenta . 


3 i 3 1 , • 

- • 1 = - < 1, deci 

4 4 

□ 


27. 

n=l 


n c 


Solufie. Amplificam cu conjugata §i folosim criteriul al treilea de comparable 


cu seria 


CO 

ia V-: 

n=l 


y/n+I— 

lim-^-= lim 


ri 


a 


n -^°° ~o. n->oo n a( 3/( n + 1)2 + 3/ n ( n + fj + ^2) 


Alegand a = a + §, se ob^ine limita | (finita §i nenula ) §i deci seria 
este convergenta daca §i numai daca a > 4. □ 


OO 

28. a+ 5^(2- ye)(2- ^e)... (2 - ^e)-a n ,a>0 

n=2 

Solujie. Cf. criteriului raportului avem 

lim Un + - = lim a(2 — n+ -yi) = 2a — a lim e«+i = 2a — a = a 

n—*oo n—>cc n—>co 

A§adar,daca a < 1 , seria data este convergenta , iar daca a > 1 , ea 
este divergenta . 

In cazul a = 1 avem 

Sgu. = 2 - "VS > 2 - "V(1 + s) n+1 = 2 -1 - k = “ir = dfc 

Deci, cf. celui de-al doilea criteriu al comparabiei rezulta divergenba 
seriei date, deoarece seria cu care o comparam este cea armonica . □ 


OO 

29. 53( n ^ ~ l) a ; & £ 1R 

n =2 


oo 

Solufie. Daca a = 0, seria devine 531 §i e divergenta 

n=2 
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30. 


1 

Daca a < 0, (nn — l) a —» oo. deci cf. criteriului necesar rezulta ca 
seria e divergenta 

OO 

Daca a > 0, seria se scrie ^ - 1^ 


. a 


n=2 


(e^r -1)° 

Cum lim ■ ■ — . J = 1 E (0, oo), cf. criteriului al treilea de 

n—*oo ' 

.. "w ton -\« . . « . A/lnn\“ 

comparable, seria > I e « — 11 are aceea§i natura cu seria > I-] 

n=2 V n=2 ' 71 ' 

OO / \ Of 

Folosim criteriul de condensare al lui Cauchy §i obbinem ^ f-j ~ 


n= 2 


n 


Von f U«(ln2)« 

Z-v V 2 n / Z-e 2( a_1 ) n 

n=2 V 7 n=2 


Pentru ultima serie vom aplica criteriul radicalului : 
„/n a ( ln2) a 1 


n-H^oV 2( a-1 ) n ~ 2 a_1 

Daca 2 ^t < 1 ■£=>• a > 1, atunci seria este convergenta 
Daca 2 ^-r > 1 <=$■ o: < 1, atunci seria este divergenta 


CC 


Daca a = 1, atunci seria devine care e divergenta deoarece 

n 


n —2 


^ deci seria inibiala este divergenta 


□ 


OO 


^a lnn ,a>0 


n=i 


a ln(n+l) 


n+1 


Solufte. Deoarece lim Un ^ -~ = lim —:- = lim a ln n =1, cri- 

n—>oo t£ n n—►oc a inn n—*oc 

teriul raportului nu ne poate preciza natura seriei. de aceea vom aplica 
criteriul lui Raabe-Duhamel: 

lim n f-^ - l \ = lim n (a n *+* — 1^1 = lim ° 

n—^oo \ 


7Z—► OO 


\^n+l 


n-oo ln^Y 


/ \n 1 1 

• In -xt ) = In a ■ lim In -7 -rrn = In a • In - = — In a 

V n+ i/ n —*00 (i + l) n e 

Prin urmare, daca — In a > l,adica a < seria data este convergenta 
iar daca a > ^ este divergenta . 

Daca a — atunci a lnn = deci seria data este chiar seria 

armonica . a§adar este divergenta . □ 
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OO 


3L L'(a 


n\ 


(a + l)(a + 2)... (a + n) 


,aeE 


■+ 


Soluiie. Vom aplica criteriul lui Raabe-Duhamel: 

r ( a n iA f a+ n+1 A an 

lim n -1 I = lim n ---1 = lim-- 

n-*oo \a n +i J n—*cc y n + 1 J n-K»n+ 1 

Daca a > 1, seria este convergenta 
Daca a < 1, seria este divergenta 

0° j 

Daca a = 1, seria devine V' - ——r-— -—-- = 

(1 + 1)(1 + 2)... (1 + n) 

^ I OO , OO 

Tl\ V"^ 1 

- = > -- divergenta 

! ^n+1 b 


= a 


= E 


"2 • 3 • (n + 1) (n + 1) 

n=i v ' n=1 v ' 


-E; 


□ 


n=l 


oc 


:32;X 


yfn\ 


~i ( 2 + Vl) (2 + V2) • • • (2 + \fn) 


Soluiie. Vom aplica criteriul lui Ra abe-Du hamel: 

v f a n ^ y f 2 + VrT+T \ v 2n 

lim n (-11= lim n -==-1 I = lim — == = = co > 

n-^oo \O n +i y n->oo y y/^ + l / n-Kso-y/n+l 

> 1, deci seria este convergenta □ 


H 33 ^7 1! + 2! + 3! + ... + n! 

n— 0 


(n + 2)! 


Soluiie. Vom aplica criteriul lui Raabe-Duhamel: 

( ^ n 1^ li_ ^ (l! + 2! + 3! + . •. + n!)(» + 3) 


lim n 

n—»oo 


\^a n +i J n—+co \^1! + 2! + 3! + ... 4- n! + (n -f 1)1 

(1! + 2! + 3! + ... + n!)(n + 3) - [1! + 2! + 3! + ... + n\ 4 


lim 

71—>0O 


71 ' 


A = 

(n-f l)!j 


l! + 2! + 3! + ... + n! + (n+l)! 
r (11 + 2! + 3! + ... + n!)(n + 2) 


— lim n • f—————- - — -—rr 

~ + oo 1! + 2! + 3! + ... + n! + (n + 1)! 


n- 


l!+2!+3!+...+n!-[l!+2l+3!+...+n!+(n+l)!li _ 
l!+2!+3!+...+n!+(n+l)! J ~ 

(1! + 2! + 3! + ... + n\)(n + 2) — (n + 1)! _ 


= lim n 

n—^co 

= lim n- 

71—* OC 

= lim n 

n—►oo 

— lim n 

n—> oo 


(n+1)! _ 

’l!+2!+3!+...+(n+l)! 


l! + 2! + 3! + ... + n! + (n + l)! 

(1! + 2! + 3! + ... + (n - l)!)(n + 2) + n!(n + 2) - (n + 1)! 

1! + 2! + 3! + ... + n! + (n + 1)! 

(1! + 2! + 3! + ... + (n — l)!)(n + 2) + n! __ 

1! + 2! + 3! + ... + (n + 1)! “ 

(1! + 2! + 3! + ... + (n - l)!)(n + 2) + n! 

(n + 1)! 
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Calculam urmatoarea limita cu lema lui Stolz 


1! + 2! + 3! + ... + (n+ 1)! 

ton -t —— pry -- = lim 

n—HX (n+1)! 


(n + 2)! 


= lim 


(n + 2)! 


n-»oo (n + 2)! — (n -f 1)! 


= Iim^ = l 


n-H»(n + l)!(n + 2 - 1) n~>oon+l 


lim n • 

n—>cv 


(1! + 2! + 3! + ... + (n - l)!)(n + 2) + n! 


{ti 1)! 

_ n(n + 2)(1! + 2! + 3! + ... + (n — 1)!) + n ■ nl 
n-^oo (n + 1)! 

= lim n (” + 2 )( 1 ! + 2l + 3! + --- + (n-l)!) + Hm n 
oo [n — l)!n(n + l) n->oon + l 


n+2 1! + 2! + 3! + ... + (ra — 1)! 


= lim 

n—» oc n+1 

seria este convergenta 


(n-1)! 


+ 1 = 1 + 1 — 2 > 1, deci 

□ 


34. Y, 


a(a + l)...(a + n — 1) 

^6(6+!)...(& +n-1) 


(c- 2) n ,a > 0,6 > 0,c > 2 


Solufte. Se aplica criteriul raportului: 


lim 

n—HDc 


a(q+l)...(a+n-l)(a+n) /_ 9 \ n +l 

6(6+1)...(6+n—l)(6+n) \ + 

o(o+l)...(a+n-l) / _ 9 N n 
6(6+1)...(6+n—l) V c 


a + n 


lim _ 
to—>- oo & + n 


(c — 2) = c — 2, 


deci pentru 2 < c < 3 seria converge, §i pentru c > 3 seria diverge; daca 
c = 3, se aplica criteriul Raabe-Duhamel §i rezulta : daca 6 — a < 1 
seria diverge, daca 6 — a > 1, seria converge. Daca 6 — a = 1, atunci 
seria este divergenta (seria armonica ). □ 


35- E 

n=l 


i 

n?Ya q n 


p > 0,q > 0 


i Solutie. Daca p > 1, atunci seria converge pentru orice q > 0 deoarece 
(se aplica primul criteriu de compara^ie): 

1 J_ 
n? In 9 n ~ r+ ’ 

Daca p = 1, se aplica criteriul integral: seria converge daca §i numai 
daca q > 1. 

Daca p < 1 se aplica criteriul de condensare: seria are aceea§i natura 

•1 

cu seria cu termenul general ]n9 2 , care este divergenta pentru 

orice q > 0 (se poate aplica criteriul raportului). □ 
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oc - 

^ ^ v—^ 1 . 7T _ 

36. > — sin —,a € R 
^n a n 

71=1 

Solufie. Aplicand criteriul de comparable la limits, , rezulta ca seria 
are aceea§i natura cu seria ^ □ 


n 


3 , £fe) 

n=l x / 


ln(lnn) 


Solufte. Aplicam criteriul logaritmic: 


In ' 1 


lim 

n —>oc 


(i^) ln(lr ^V = lim ln(lnn)- 1 ^ 1 -) = ^ _ pn(lnn)] 2 = Q 


In n 

Deci seria este divergenta 


n —y OO 


Inn 


n—>oc 


Inn 


□ 


CO 


38- E 


n 2 e"^ 


71=1 


Solutye. Aplicam criteriul logaritmic: 


In 1 
n—»oo In n 


.. n 2 e-vn .. -lnn 2 e ^ -21nn-lne ^ 

lim —r- 5 -= lim-;-= lim- 

n—* oo 


n-* oo Inn n^oo Inn 

.. / v^lne\ y/n „ . . 

- lim -2-}— - = —2 -f lim -— = oc > 1, deci seria e 

n— >oo y inn y n— >oolnn 

convergenta □ 


OC - 

39. E-r- 

"nbn 

n=2 


Solufie. Aplicam criteriul integral: 

r n ^ 

lim / ——dx = lim fln(lnn) — in(ln2)| = oo. deci seria este di- 

' J 2 xlnx n—>oo 

□ 


n—>CO 


40. E 


vergenta 

(-l)"v^+l 


OO 


71=1 


n 


Soluble. Scriem seria ca suma de doua serii:^"'-— — si . 

71=1 ^ 71=1 

Prima serie este convergenta cf. criteriului lui Leibniz, iar cea de-a 
doua este seria armonica , deci divergenta . Atunci seria suma este 


divergenta 


□ 
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41. 

n=1 


> 1 


Soluiie. Pentru a arata ca aceasta serie satisface condi^iile din criteriul 
lui Leibniz vom considera func$ia }{x) = e [1, +oo) 

Avem /'(*) = 

Deoarece a > l,func^ia log a a; este crescatoare, deci f(x) < 0 pentru 
Vcc > e. Prin urmare, /( x) descre§te in intervalul (e, +oo), deci pentru 
Vn > e,n E IN, §irul descre§te. 

Apoi Urn = l im = 0 . 

n—>oo Tl x—*oo X 

A§adar, seria data este convergenta . □ 


y* 


42. Exista serii alternate convergente care nu satisfac condi^iile din cri¬ 
teriul lui Leibniz? 


Soluiie. Daca o serie alternate este convergenta , §irul modulelor ter- 
menilor ei tinde catre 0. Prin urmare, trebuie stabilit daca exista serii 


oo 


7b— 1 


alternate convergente l) n u n , pentru care §irul (u n ) n nu este de- 
screscator. 

Sa presupunem ca seria alternata ^(— l) n u n satisface criteriul lui 
Leibniz §i sa notarn 


OO 


n=l 


f u n ~ i, pentru n = 2k 

\ —u n + 1 , pentru n = 2k + 1 


OO 

Seria este evident alternata , iar §irul (|u n |) n tinde catre 0,dar 

n —1 

nu este descrescator. Sa notam acum cu (s n ) n §irul sumelor par^iale 

OO OO 

ale seriei ^(—l) n u n §i cu ( cr n ) n pe cel al seriei Daca luam 

n=l n —1 

so = 0 avem 


J s n , pentru n = 2k 

n \ s n -i ~ Wn+i, pentru n = 2k + 1 

de unde rezulta ca lim a n = lim s n , ceea ce demonstreaza ca seria 

n—>oc n—>oc 


oo 


este convergenta . 

77 — 1 
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Prin urmare , raspunsul la problema este afirmativ , deci condi^iile 
din criteriul lui Leibniz sunt numai suficiente , nu §i necesare , pentru 
convergent seriilor alternate. □ 

43. Sa se dea un exemplu de serie alternate divergenta pentru care §irul 
termenilor converge la 0. 


Solu}ie. Sa consideram seria 


OO 


E(-d 


2 + (—l) n 

n 


. Deoarece lim U2n = 

n— kx> 


= lim — = 0 §i lim U 2 n +i = lim --- = 0, rezulta ca sirul (u n ) n 

n—>oo 2n n—>oc n—>co2n + l 

al modulelor termenilor acestei serii converge catre 0. Atunci §irul 
termenilor ei converge de asemenea catre 0. Sa stabilim acum natura 
acestei serii. Avem 


S2n = -l + §”5 + ..- - 2^1 + i = i( 1+ 2 + -- - + n) - 

- (i 4-1 +... -f 2 ^) 

§tiind ca lim ^1 + ^ + ^ + ... + 1 - lnn^ = C (constanta lui Eu¬ 
ler) §i notand cue n = l + 2 + 5 + -- - + ^ — In ^ — C ob^inem 

S2n = §(C' + lnn + £ n ) - §-lnv / 4n-7?n = C + 2 ln z ^-f %e n ~r] n , de 
unde rezulta ca lim S2 n = +oo. 

n—>oc 

De aici deducem ca §irul ($ n ) n al sumelor par^iale este divergent, ceea 
ce inseamna ca seria data este divergenta . □ 


44. Sa se studieze convergent seriei 


E 


sin n • sin n 2 
\/n 


Solutie. Vom aplica criteriul lui Dirichlet luand a n = -4= care e de- 

Y 71 

screscator la 0 §i v n = sin n • sin n 2 . 

OO 

Aratam ca seria y^v n are §irul sumelor par^iale marginit: 

n=l 

n ^ 2 11 

Vn = » = ^-[cos(n-n 2 )-cos(n + rc 2 )] = -[1-cos(n + n 2 )] < - 

k— 1 k=l w w 

A§adar, seria este convergent . □ 


Sa se studieze convergent absoluta §i semiconvergent seriilor urmatoare: 
2 n sin 2n x 


OC 


45. Et- 1 )^ 1 


71=1 


n + 1 
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46. 


Soluiie. Pentru a studia convergent absoluta vom aplica criteriul 
radacinii. Avem 


lim y/\u^\ ~ lim 


n—>oc 


2 n sin 2n a; 2sin 2 z . 9 

= lim ,. = 2sin' x, deoarece 


n—>oo W n + 1 n->oo tfn~+ 1 


lim \/n + 1 = lim tfn • 


1. 

71 


n—>oo 


n—>oo 


n + 1 = limtfn-[l + i) =1 


n 


n—>oc 


n 


Prin urmare, seria data este absolut convergenta pentru 
2 sin 2 x < 1, adica 1—cos 2x < 1 sau cos 2x > 0. Ultima inegalitate este 
satisfacuta pentru 2&7 t — | <2x < 2/c7r-f-f sau /ctt — j<x<k'n + j>k 
intreg. 

Pentru cos2x < 0, adica kir + }• < x < & 7 r + seria data este 
divergenta . 

OO / 

Pentru x = kn ± seria data devine 

n=l 

ului lui Leibniz, este convergenta . Deoarece seria modulelor este 
divergenta caci este seria armonica din care lipse§te primul termen, 
deducem ca in acest caz seria data este semiconvergenta . □ 


-!) 

-— care, cf. cnteri- 

n + 1 


n 


oo 

^(_ l ) n -i ^=r_ —.p.g 6 K fixaji 


n— 


=1 


n\rfi 


Solufte. Aplicam criteriul lui Raabe-Duhamel: 

_ ( kn| _ t ^ „ ( (n+l ) IJ+1 _ -A _ (n+l)g + 1 -wg + 1 -(l+p)ng _ 

n VLn + i| L J n \m(n+l+p) l ) n9+(l+p)7l9-l 

q-1 

(q-p)n°+ y:a q fc +1 n fc 


n < ?+(l+p)n'?“ i * ** 

Daca q — p > 1 •$=»• q > p 1, atunci seria este absolut convergenta 
Daca q < p + 1: 


I | _ i . (^+p) ! 
l u ^l ~ p! n!n« 


Daca p = q 


IL n+fc ) IL 1+ ^ 



lim jw n j = —, deci seria este divergenta cf. criteriului 

n —>oo p! 


necesar 

Daca. q < p => lim \u n \ = oo, deci seria ester divergenta cf. criteriului 

J ’ * n —»co 

necesar 

Pentru g = p + 1, seria este convergenta , cf. criteriului lui Leibniz. 
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Pentru p = 0 =*• u n = (—l) n-1 ^. Atunci pentru q > 1. seria e 
absolut convergenta ; pentru q — 1, seria e convergenta ; pentru q = 0, 
seria e divergenta □ 


47 - E 


(-1)’ 


n 


Qi G 1R, 


Solu$ie. Pentru a studia convergent absoluta vom aplica criteriul al 
treilea al compara^iei, folosind ca serie de compara^ie seria armonica 
generalizata 


lim 

n—* oo 



lim 

n—>oo 


n 


a 



lim ~4= = 1 

n->oo 


Prin urmare, pentru a > 1, seria data este absolut convergenta . 


Pentru a < 0, ea este divergenta , deoarece §irul termenilor ei nu tinde 
cat-re 0. 


Ne-a ramas de studiat cazul 0 < a < 1. Vom aplica criteriul lui Abel, 

OO 

H ( 1\ 71 + 1 W - —V 

luand a n = §i v n = i — -~s —. Seria } v n este evident convergenta 

n=1 

deoarece ea satisface condi^iile din criteriul lui Leibniz. §irul (a n ) n are 
limita 1, deci este convergent, deci §i marginit. Trebuie sa mai aratam 
ca el este monoton. 

Intr-adevar, se §tie ca 2 < (l + 3,Vn € IN, deci pentru Vn > 3 

avem (l + < n sau (n+ l) n < n 7l+1 . Ridicand aceasta inegalitate 

la puterea n( - n 1 +1 - ) ob^inem n+ \/n + 1 < ^/n,de unde deducem ca pentru 
n > 3 §irul ( a n ) n este crescator. Prin urmare, inlaturand din seria 
data primii doi termeni, ceea ce nu-i schimba natura,ob^inem o serie 
ce satisface toate condifiile criteriului lui Abel, deci e convergenta . 
A§adar, pentru 0 < a < 1, seria data este semiconvergenta . □ 


1 

48. y>ir^sin- 

n—1 


Solufte. Seria nu este absolut convergenta (se compara la limita cu 
seria armonica ). Seria este alternate ; vom demonstra ca §irul a n = 
tyn sin ^ este descrescator la 0, deci seria converge. 

Evident a n —> 0; pentru a arata ca a n este descrescator (incepand de 
la un rang suficient de mare), fie func^ia f(x) — x ® sin^. Calculam 


f(x) = x * 2 m 1 - In a;) sin — — cos — J . 

\ CE CC J 



1.7. PROBLEMS REZOLVATE 


35 


Pentru a studia semnul derivatei (pentru x ’’mare”), calculam: 

i. -i \ . 1 1 - , sin- 1 -lnz 

lim (1 - Ins:) sm-cos - = -1 + lim — t-*- -- - 1 . 

£ *P nr —v rv-, A nr* 


X —>00 


X 


X —*00 - 

X 


X 


deci f{x) < 0 pentru x suficient de mare, deci §irul a n este de- 
screscator. □ 


vAcosna _ 

49. 


n~ 1 


rr 


Soluiie. Deoarece 1 C . 0 ^- Q l < 4j- ; Vn E IN, rezulta cf. primului criteriu 
al compara^iei, ca seria data este absolut convergenta . □ 

50. Sa se arate ca exista serii divergente a caror suma este o serie conver¬ 
genta . 


OO OO 

Soluiie. Seriile ^(—l ) n_1 §i ^(—l) n sunt divergente (pentru ca ter- 

n—1 n—1 

menul general nu tinde la 0 , nici macar nu are limita U 2 n = — 1 , U 2 n +i = 
= 1 , V 2 n = l,V 2 n+i = — 1 ), iar suma lor este o serie convergenta , 
deoarece to^i termenii ei sunt nuli. □ 

51. Se poate ca produsul a doua serii semiconvergente sa fie o serie diver¬ 
genta ? Dar ca produsul a doua serii semiconvergente sa fie o serie 
convergenta ? 


Solutie. Vom considera seria semiconvergenta 7 --=— si vom cal- 

n—1 

cula patratul ei, adica vom efectua produsul acestei serii cu ea insa§i. 
Ob^inem astfel seria cu termen general 

*" = (~ 1 )’ ,+1 (iy5 + 72VS=T + '' • + ViVn-iTT + ''' + 7 st) 

Deoarece fiecare termen din paranteza este mai mare decat rezulta 

OO 

ca \w n \ > 1 , deci seria w n este divergenta caci §irul termenilor ei 

n—1 

nu converge catre 0. A§adar, produsul a doua serii semiconvergente 
poate fi o serie divergenta . 


Sa consideram acum seria armonica alternate,, care e o serie semicon¬ 
vergenta §i sa calculam patratul ei. Atunci 

Wn = (-l) 7 ^ 1 + 2^fcl) + • • • + -(n-V+l) + • • • + ^l] 
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Folosind identitatea ^ +1) = ^(7 + --z^),ob^inem 
w n = (-l ) ra+1 * (l + \ + • • • + ~) 

1 

Deoarece lim — = 0 rezulta ca lim |ui n j = 0.(se poate verifica usor 

n—*ooTi n—>00 

folosind cuno§tin 1 ;e elementare de liceu) 

Din rela^ia 

M - \w n+1 \ = 2 (1 + \ + ... + J) - ^ 5 ) - (n+1) 2 (n+2) > 0 

OO 

deducem ca §irul (|u; n |) n este descrescator. Prin urmare, seria y~]w n 

n=i 

verifica condi^iile din criteriul lui Leibniz, deci este convergenta. A§adar, 
produsul a doua serii semiconvergente poate fi §i o serie convergenta 

□ 

52. Se poate ca produsul a doua serii divergente sa fie 0 serie absolut 
convergenta ? 


+ 


2 n+1 


00 /o\ n oo /o\ n -1 / 

Solu$ie. Sa consideram seriile 1— 

71=1 ^ / n= 1 ^ ^ ' 

care sunt divergente deoarece nu satisfac condi^ia necesara de convergenta 
§i sa efectuam produsul lor. Avem 

«. = (l)”- 1 (2» + sM-ar 1 (2- 1 + *)- • (2+*)- 

- (§r=(ir 1 r- - ( 2 - 1 + 2 »- 2 +...+ 2 )+^— ( i +- 1 ^ * 

, 1 \ _ 3 l _ /' 3\ n “ 1 L _ 2 n —2 , 1 _ n _ J_\ _ 3] _ 

' 2^/ 2 I — V2/ [ Z 2-1 2"TT V2 2 n / 2J — 

= $r 1 (vk r+ *)-(*)" 


271-1 


00 

Rezulta ca seria este 0 serie geometrica cu ra^ia | < 1. Prin ur- 

71=1 

mare, ea este absolut convergenta , deoarece termenii ei sunt pozitivi. 
Raspunsul la mtrebarea pusa este deci afirmativ. □ 


Sa se aproximeze cu 0 eroare mad mica decat e sumele seriilor definite 
de §irul x n \ 

53. x n = tm,e = 10- 3 


Solufte. In cazul seriilor alternate, eroarea este mai mica decat primul 
termen neglijat; deci cea mai mica solute a inecuatiei \x n \ < c este 
rangul primului termen neglijat. Ob^inem: 10 3 n = 7, deci 

6 /-aA 

S « Y" S-d- = 0,36805. 
k - 

fc =0 
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□ 


54. x n — e — 10 2 

Solufte. n 3 ^/n > 100 =4> n = 4, deci S « ^ 37 ^ ~ 0,06725. □ 


55. x n = ^,e = 10 3 


Solufte. Daca S este suma seriei §i s n = £p a ^ unc i 

S — s n= 7 — — TTT + 7 -—rrr + ... < — — < 10~ 3 =>• 71 

(n + 1)! (n + 2)! n\n 

deci S « 2,7166. 


= 6 , 


□ 


56. x n = ^T,e= 10 4 


Soluble. Fie 5* suma seriei §i s n suma primilor termeni. Aplicam rezul- 
tatul cu privire la aproximarea unei serii cu termeni pozitivi (a se vedea 
sec^iunea teoretica ); pentru aceasta, evaluam: 


*£71 +1 
X n 


1 1 

--- < - = A:,Vn > 2, 

2n-f 2 6 “ 


deci S - s n < x nT ~ — ^I < 10 4 =*■ n = 5. 
Aproximarea ceruta este S ~ S 5 — Y/k =1 Wk! = 146463. 


□ 


57. x n 


1 

n 4 (2 n)\ > 


e = 10“ 6 


Soluble. Aplicam acela§i procedeu ca in exerci^iul anterior: 

4 


^n+1 


n 


X 


n 


n + lj (2n + l)(2n + 2) 56 


< ~=*,Vn>3. 


Rezulta S — s n < £npzr < ^x n ; din condi^ia: 


k = hx n < 10 6 , 


Xn l - k 56' 
rezulta n > 4, deci S « xi + X 2 + X 3 + X 4 = 0,5026212. 


□ 
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1.8 Probleme propuse 

Sa. se determine natura §i suma seriilor urmatoare : 


OO ^ 

!• I>** n * + 9n + 3 

71=0 

R: Scriem arctg ^ + 3^.3 — arctg (n + 2) — arctg (n + 1) §i ob^inem 


suma | 


OO 


2. 4- a + 1 — 2\/n + a -f Vn + a - l),# > 0 

n=l 

R: convergenta , cu suma yja — \Za T 1 
00 1 

3. V 7 -w-fiind un numar real diferit de orice intreg 

(a + n)(a + n + 1) 

negativ. 

R: convergenta , cu suma 


CO 


4 - £ 


1 


n=l 


16 n 2 - 8 n — 3 


R: convergenta , cu suma y 


OO 


5. ]£ln 


n +1 


71—1 


n 


R: divergenta , cu suma +00 

6 £»(>- i) 

n=2 x 7 

R: convergenta, cu suma — In 2 (tjinem cont de (l — j) ^1 + ^zy) = 1, 
Vk > 2) 

Sa se stabileasca natura seriilor urmatoare : 

CO 1 

7 - e4= 

" y/n 

n— 1 

R: divergenta 
n + 1 


OC 


71=1 


arcsm 


2/?. + 3 


R: divergenta (cf. criteriului necesar) 
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OO 


»■£ 


tl -H 3 y/n 


~ n(n + 1 )y/n + 2 
R: convergenta 


°o 1 

10 . Y— 


n=1 


a n + n 


R: convergenta pentru a > 1, divergenta pentru a < 1 


OO 


yjnn_ 

" 2n 3 — 1 

71=1 

R: convergenta < §) 

V7n 


i2. Y- 


2 + 3n + 5 

n=l 

R: convergenta 

OO 


^ -1 _ _ 

13. y^-(Vn 2 + n + 1 — \frfi — n + 1) 

~Z Tl 
n—1 

oo ^ 

R: divergenta (cf. criteriului al treilea de comparabie cu seria Y~) 

* ^ n 


n= 1 


1 

14 ■ 

n^l nVn 

oc 1 

R: divergenta (cf. criteriului al treilea de comparable cu seria Y^~) 


71=1 


00 sin —- 


is. y i n(n+1 

n^l C0S n C0S n+T 

CO ^ 

R: convergenta (cf. criteriului al treilea de comparable cu seria Y^—j - —) 

71=1 ' ' 


16. J>-" 2 . 

71=1 

R; convergenta 

OC 

I?. Y™~ (n2+n) 

n=l 

R: convergenta 
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i0 ^n!e n 

18. ) -> 1 

A—; n n 'P * 


— u 

h convergenta (cf. criteriului raportului) 


n=1 

R: convergenta pentru a <i , divergenta pentru a > ^ 

v-' 3n 3 — n 2 + 1 n 
20 . £-^-a n , a > 0 

n—0 

R: convergenta pentru Vo > 0 

00 / i \ n 

21 - E an ( 1 + ^) - o>0 

n=l '■ ' 

R: convergenta pentru a < 1, divergenta pentru o > 1 

00 / i \ n 

22 . Wfr- a + n -) 

" V a + n - 1 / 

71=1 V 7 

R: pentru b < 1, seria este convergenta , pentru b > 1, seria este 
divergenta (cf. criteriului radicalului §i criteriului necesar) 

v-> / n 2 + n + l\ n 

23- (° ^2 ) ’ a>0 


n=l ' 

R: convergenta pentru a < 1 ,divergenta pentru a > 1 


v—> 71 

24. > 7 — =-—, a e IR 

;^VS + l-\/n 

R: Se amplified cu conjugata §i se aplica criteriul al treilea de comparable 
00 1 

cu seria > — 

ri, a 


cu seria 


°° n n 

25 - E-ri > o>0 

“I vn! 

n—i 

R: convergenta (cu criteriul lui Raabe-Duhamel) 

, 26 . 

(2n)H n 

71=1 L 7 J 

R: convergenta (cu criteriul lui Raabe- Duhamel) 
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’ 27 ■ 2( 2n + 1 ) 


n=l 


, a € 1 R 


a(a — 1)... (a — n + 1) 

[ (a + 1) (a + 2)... (a + n) J 

R: convergenta pentru a > 0, divergenta pentru a < 0 (cu criteriul lui 
Raabe-Duhamel) 


oo 


28. 


/ 1 • 4 • 7 •... (3n — 2) \ ^ 
V 3 • 6 • 9... (3 n) ) 


R: convergenta (cf.criteriului lui Raabe-Duhamel) 


29. 


1 

^(ln In n) 2 

n= 2 v ' 

R: divergenta (cf.criteriului logaritmic) 


30. 


gin n 

n 


31. 


32. 


R: convergenta (cf.criteriului logaritmic) 

00 l 

T— 

n=i 

R: convergenta (cf.criteriului logaritmic) 

oo 1 

Y-J— 

^nln 2 n 

R: Cf. criteriului integral, seria este convergenta 

\ 


\ 

CO 


33. ^ ^ sin(7r \/n 2 + 1) 


n=l 


R: sin(7rvT^+T) = sin(7 r(Vn 2 4 -1 — n + n)) =v. 

= (—l) n sin(7r(\/n 2 + 1 - n)) = (-l) n sin^2— 

Cf. criteriului lui Leibniz rezulta ca seria este convergenta . 


CC 


34. 


D-d 


71+1 


2n 1 
3 n 


. 35. 


n=1 

R: convergenta 


00 1 
v cos n • cos £ 

■ 71 


n 


36 , 


E- 

n =1 

R: convergenta (cu criteriul lui Abel) 

Sa se arate ca suma dintre o serie convergenta §i una divergenta este 
o serie divergenta . 
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37. Sa se studieze convergent^ absolute §i semiconvergen^a seriei 

OO 

V(-irS 

^ \/n(n + 1) 

R: semiconvergenta , dar mi e absolut convergent^ 



Capitolul 2 

§iruri §i serii de func^ii 


2.1 No^iuni teoretice 


Defini$ia 2 . 1 . Fie (/ n ) n un §ir de [a, b] —► ]R §i /: [a, 6 ] —*• R. 

Se spune ca §irul (/ n ) n este punctual convergent pe [a, 6 ] c&tre / pentru 

n —* co (§i se scrie f n —*■ /) daca f n { xq) —*■ f(x o)(in R) pentru Vx G [a, 6 ]. 

Defini^ia 2.2. Un §ir ( f n ) n de functjii / n : [a, 6] —> R se nume§te uniform 

uc 

convergent pe [a, 6 ] catre o functie /: [a, 5] —» R (§i se scrie f n -> /) 

daca este mdeplirrita urmatoarea condi^ie: 

Vs > 0 real 3A r (e) natural astfel meat Vn > N(e) sa avem 
\f n (x) - f(x )| < s. pentru Wx G [a, b] 

Teorema 2.1. (a) Un §ir (f n ) n de funefti marginite, f n : [o,6] —► TR(adica 

f n € M.'in > 0) este uniform convergent catre o functie f G M daca 
§i numai daca lim ||/ n — /|j =0 

n—>oc 


(b) Orice §ir de funejii f n : [a, b] —» R uniform convergent pe [a, 6 ] este 
punctual convergent pe [a, b\; reciproca este falsa . 

Exemplul 2 . 1 . Luam [a, b] = [0,1] §i f n {x) = x n ,n > 1 
Evident Vcc G [a, 6 ] avem 


lim f n {x ) = 

71~>00 


0, daca x G [0,1) 
1 , daca x = 1 


adica / n /,unde 

... f 0, daca x G [0,1) 

'W = \ 1 , daca x = 1 

Bar ||/ n - /|| = sup \f n {x) - f(x)\ = max( sup \f n (x) - f{x )|, 
ie[o,i) ie[o,i) 

|/n(l) - /(1)|) = max( sup x n .0) = 1, deci lim ||/ n - f\\ = 1 # 0. A§adar 

xe[o,i) n->0 ° 

§irul f n este PC, dar nu este UC pe [ 0 , 1 ]. 


43 
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CAPITOLUL 2. §IRTJRI §1SERIIDE FUNCTU 


Teorema 2.2. (Criteriul fundamental de convergen^d uniforma al 
lui Cauchy) Sirul de funciii (f n )n> l converge uniform pe mutyimea A <==> 
Vs - > 0,3 n £ G N* astfel incat Vrc G N,n > n £ , Vp 6 N, \f n + p (x) - f n (x)\ < 

< £,Wx G A. 


Teorema 2.3. Fie ( f n ) n un §ir uniform convergent de funciii continue, 
f n : [a, 6] —► IR. Atunci limita f = lim f n este o funciie continua pe [ a,b j. 

n —>oo 

In plus, 

rb rb 

lim / f n {x)dx = / f(x)dx 
n ->°° Ja Ja 

Teorema 2.4. Fie ( f n ) n un §ir de funciii din Cf a §i /, g funciii marginite, 

PC uc 

f,g: [a, 6 ] —► TR.Daca f n —» / §i f' n —* g pe [a, b], atunci f este derivabila 
pe [a, b] §i f = g. 

Teorema 2.5. (teorema lui Dini) Fie ( f n ) n §ir monoton de funciii con¬ 
tinue, f n : [a, 6 ] —> IR astfel meat f n f. Atunci f n f. 

Teorema 2 . 6 . (teorema lui Polya) Fie ( f n ) n §ir de funciii monotone, 
f n : [a, b] —»• R, §i fie f: [a,&] —» ]R continua astfel meat f n /• Atunci 

r UC n 
fn -* /• 

Teorema 2.7. (teorema lui Weierstrass-Stone) Pentru orice funciie 
continua f: [ a,b ] —> IR exist'd un §ir (f n ) n de polinoame, f n : [a, 6 ] —> IR 

astfel meat f n f. 

Defini^ia 2.3. Mul^imea valorilor lui x pentru care seria de funciii 

OO 

(x) este convergenta se nume§te mul^imea de convergent a seriei, 


n=l 


n 


iar funepa /: [a,b\ —► IR astfel meat f(x) = lim S n (x),S n (x) = Yfi(x) se 

n—>co 

i= 1 

nume§te suma seriei. 

CO 

Definitjia 2.4. Seria f n este simplu (punctual) convergenta catre 

n=1 

func^ia f daca §irul sumelor parpale (S n (x)) n este simplu (punctual) con- 

CO 

vergent catre /. Seria V^/ n este uniform convergenta catre func^ia / 

71=1 

daca §irul sumelor papiale (S n (x)) n este uniform convergent catre /. Seria 

OO OO 

Yj n este absolut convergenta daca seria ^|/ n j este simplu conver- 

n =1 

genta . 


n=l 



2.1. NOflUNI TEORETICE 


OO 


Teorema 2.8. Fie ^T^/ n o serie uniform convergenta de funciii continue. 


71—1 


f n : [a, b] —> R §i s suma acestei serii. Atunci s este o funcfie continue, pe 

00 rb 

[a, b]. In plus, J^s(x)dx = ^2 / fndx. 

n=l a 


oo 


Teorema 2.9. Fie ^/ n o serie PC de funciii dinC^ a b ^cu suma s pe [ a , b] §i 

n=1 

oo 

astfel meat seria derivatelor f' n safie UC. Atunci funciia s este derivabild 

n 
oo 

pe [a, b] §i,in plus,s' = E/n 


71 = 1 


n=l 


oo 


Teorema 2.10. (criteriul lui Weierstrass) Fie ^/ n7 /n- [a,&j —* IR 0 


n=l 


oc 


sene de funciii §i ^a n o serie convergenta de numere reale pozitive. Daca 

71=1 

j/ n (x)| < a n ,Vx € [a,6] pentru Vn > iV,iV fiind fixat, atunci seria de 

OC 

funciii J2fn es te UC pe [a, 6], 


n=l 


Teorema 2.11. (criteriul general de convergenfa uniforma al lui 

CO 

Cauchy) Seria este uniform convergenta pe [a, b] daca §i numai daca 


71=1 


Vf > 0, 3n e e IN avem \f n +i(x) + f n + 2 ( 2 ) + • • • + / n + P (z)| < e,Vn > n e , 
Vp 6 IN Vx € [a, 6] 


OO 


Teorema 2.12. f Criteriul lui Abel) Daca seria ^/ n de funciii se poate 

71=1 

OO OO 

serie sub forma ^^cn n v n astfel meat seria de funciii ^ju n este uniform 

71—1 71=1 

convergenta , iar (a n ) n este un §ir monoton de funciii egal marginite, atunci 
ea este uniform convergenta . 

OO 


Teorema 2.13. (Criteriul lui Dirichlet ) Daca seria ^/ n de funciii se 

71=1 

OO 

poate serie sub forma ^^a n v n astfel incat §irul sumelor pariiale al seriei 


n =1 


OC 


y^y n este un §ir de funciii egal marginite, iar (a n ) n un §ir monoton ce 


71=1 


converge uniform catre 0, atunci ea este uniform convergenta 
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CAPITOLUL 2. §IRURI §1SERIIDE FUNCTU 


Formula lui Taylor Fie ICR un interval deschis §i fie / : 1 1 —► R o 
func^ie de clasa C m pe I. Pentru orice a e I definim polinomul Taylor de 
gradul n < m asociat func^iei / in punctul a: 


Tnj*(*) = ££&(*-a)>. 


k-0 


Restul de ordin n este, prin definite, 


Rnj^ix) = f(x) -T nJ>a (x). 

Polinoamele Taylor de gradul intai (respectiv de gradul al doilea.) se numesc 
aproximarea liniara (respectiv patratica ) ale func^iei in jurul punctului 
a. 


Teorema 2.14. (Formula lui Taylor cu restul Lagrange) Fie f : 1 1 -» 

R de clasa C n+1 §i a € I. Atunci, pentru orice x e /, exista £ 6 ( a,x ) (sau 
(x,a)) astfel incat 

f(x) = T nJ ,a(x) + ijSgW 

Observa^ii 1. Restul de ordin n poate fi scris sub forma Peano : 

3cv : / R astfel meat lim x _* a u(x) = u>(a ) = 0 §i 

Rn,/A x ) = 


2 . = 0 


3. Restul de ordin n poate fi scris sub forma integrals : 

Rn,f >a ( x ) = h l / (n+1) (^)(^ - tT dt - 

n ' Ja 


2.2 Probleme rezolvate 


1. Sa se studieze convergent^ simpla §i uniforma a §irurilor de func^ii: 

a ) fn '■ [ — 1) 1] —> R,/n(*) = i+nx* 

b) f n : [0,1] —*■ ]RJ n (x) = x n (l — x n ) 

c) /„: (-1,1) K,/„(a) = ^ 


Soiufie. a) lim f n (x) = 0 


71—>00 


X 


SUp \f n {%) — 0| = SUp j - | < 

*e[-i,i] *€[-1,1] 1 + nx 2n 


40 


uc 


=* sup |/n(®) - 0| = 0 => fn(x) ~~A o 
*€[- 1 , 1 ] 


PC 


b) Evident f n {x) -» 0 
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f n (x) — X n (l - X n ) => fn{x) = TlX n *(1 - X n ) - £ n n2 n_1 = 

— 7lX n ~ l (l - 2 x n ) => sup I f n (x) - 0 | = sup |x n (l - X n )| > 

a; £[0,1] xe[0,l) 

> ("^) [l _ (^5) = = ^'^ = 5 7^ 0) deci f n nu converge uniform 

la 0. 

c) lim f n (x ) = — 

n— >00 1 — x 

1 > !-*" 1 i*r ^ (!-i)” 

Intrucat sup —--- = sup - 1 — 1 — > - > . — — 


*€(- 1 , 1 ) 


1 — x 1 — x\ 




= n (l — ^) n —*• 00 =*> lim sup 


converge uniform. 




1 — x n 1 
1 — 3: 1 - x 


0,deci f n nu 


2. Sa se arate ca §irul f n : [0. 00 ) —* JR,f n (x) = —- nu converge uniform 
pe [0. 00 ), insa converge uniform pe orice interval [a, b ],unde 0 < a < b. 

Solufte. Evident lim f n (x) = 0 


sup |/n(z)-0j = sup —— > —— = - ^ 0 
x€[0,oo) i€[0,oo) ® 4 ” n n~rTl 2 

uniform la 0 pe [0, oo) 

x b 

Deoarece sup \f n (%) — 01 = sup -<- 

xe[a,b] xe[aM x + n ~ a An 

pe [a, b ] 


f n nu converge 


n _. r UC 

0 r J n > 0 


3. Sa se arate ca §irul de func^ii (/ n ) n ,/ n : (1, oo) —» R, 

f n (x) = \/(n 2 4-1) sin 2 f L +nx — sfnx este uniform convergent. 


n t .. n - . / \ ^ (n 2 +l)sin 2 - 0 

Soluhe. 0 < f n (x) < — = n = s —— < - 

y - Jn\ j - v /( n 2 +1 ) sin ii ^ +na;+v ^5 

deoarece sin 2 - < ^ —» 0 §i (n 2 4-1) sin 2 ^ > 0 
A§adar, f n converge uniform la 0 pe (1. oo) 


deoarece sin 2 ^ 


< < 2 zri 

2 y/n 2 y/n 


E cos fcx 

TTi -77 

k=1 k ( k + l ) 

este uniform convergent §i limita sa este o func^ie continua pe 1R. 


Soluble. Aplicam criteriul lui Cauchy: 

Vx 6 H, |/„ + p(x)-i„(x)| = < 

^- 1 , 1 . i_ 1 ^ 1 _ 1 _|_ 1 _ 

^ (n+l)(n+2) ^ (n+2)(n+3) “ r * ’ ' T l ”- L ^ ^ 


_ 1 < _k _L_ 4. _J_. 

(n+p)(n+p-|-l) ^ Ti+l n+2 ' n+2 
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_L_ i i _l_ _i_l_^ l 

n+3 ' ' ‘ ‘ " r n-rp n+p +1 n+1 n+p+1 n+1 

= [^] ==4> (/ n )n este uniform convergent. 


< s,daca n > n £ = 


Cum f n sunt func^ii continue Vn e !N,rezult& cf. Teoremei 2.2 ca limita 
§irului e o functie continua . □ 


5. Sa se arate ca §irul de func^ii (/ n ) n , f n : 1 R —► TR,f n (x) = ^arctg£ n 
converge uniform pe R, dar [ lim f n (x)]' x=l ^ lim f' n { 1). 

n —>oo n —>oo 


Solufie. Deoarece j/ n (z)j = j^arctg£ n | < ~ | —» 0. rezulta ca 

§irul de funcijii converge uniform pe R catre func^ia f(x) = 0. Deci 
f'(x) = 0 sau [ lim f n {x)}' = 0 . 

7l—>O0 

Pe de alta parte./^(l) = 5 §i, prin urmare, lim f n { 1 ) = \ 

Rezultatele difera deoarece §irul derivatelor nu converge uniform pe R 
cat-re \. □ 


6 . Sa se arate ca §irul de func^ii (/ n ) n , f n : [ 0 , 1 ] —> ]R,f n (x) 
converge, dar lim / f n (x)dx ^ I lim f n {x)dx 

n -*°° Jo Jo n ^°° 


= nxe 


—nar 


Soluble. Evident lim f n {x) = 0, deci /( x) = 0 y x E [0,1] 


n —>00 


Apoi fo f n (x)dx = Jq nxe nx *dx = — |e nx2 /o = 5 — n , deci 
lim [ f n (x)dx = lim ( ^ - ^e _n ) = ^.iar f} lim f n {x)dx = 0 

n—*co J q n—>co y 2 2 y 2 n-^oc 

Rezultatul se explica prin faptul ca §irul nu este uniform convergent. 
Intr-adevar, daca se alege x n = ^ E [0,1], rezulta f n (x n ) = e~n —» 
—* 1 , deci definit;ia uniform convergent nu este verificata . □ 


7. Fie f n : [0,1] -> R,/»(x) = Sa se arate ca (/ n ) converge 

* neuniform pe [ 0 , 1 ], dar lim / f n {x)dx= / lim f n (x)dx. 

n-+ooJ Q Jq n~*oo 

Solufte. lim f n (x)dx = 0, deci §irul converge punctual la 0 

n—>co 


lim sup |/ n (x) — 0 | = lim sup 


n ^°°x€[0,l] 


nx 


1 + n 2 x 2 


n-> 0 °xe[o.ij 

Aflam supremumul acestei funcfli. Calculam f n {x) = n ( 1 + ^y~^j n £ 
= ■ Punctele critice sunt a: = ±^, dar doar x = £ E [0,1]. 

Deci sup n: V 2 = (“1 = J =*■ lim SU P !/n(®)~0| = \ T 

xe[o,i] 1 +n 2 x 2 \nj 2 ^oo l€[01] 2 

0 . A§adar, §irul nu converge uniform pe [ 0 , 1 ]. 
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Avem f} lim f n (x)dx = 0 


n—>oo 


Jo 1+n*® 5 dx — 2 In ^ n (l + n2 ^ 2 )/o ~ ^ 2n ^ / fn{^)dx — 

n 00 70 

= 0 □ 

8. Studia^i convergent a simpla §i uniforma a §irului de funcfcii 
f n - [0, f] —> JR,/ n (a:) = nsin n 2 cos:r. 


PC 1 

Soluble. Evident f n —*• / = 0 

7T 7T 

Deoarece / 0 2 f n {x)dx = J 0 2 nsin n a; cosxdcc = deci 

j 2 2L 

lim / f n (x)dx = 1, iar L 2 f(x)dx = 0, deducem ea §irul /„ nu 

n—>oo 

converge uniform, cf. Teoremei 2.2. □ 


9. Sa se calculeze lim / (1 + x 2 ) 
n^oc J Q 


ne x + xe 


— X 


n + x 


■dx. 


Soluble. Fie f n : [0,1] -> 1R. f n (x ) = (1 + x 2 ) 


2\ m ne x +xe~ 
n+x 


lim (1 4- x l ) 


2 . ne x 4- xe 


—X 


= (14- x 2 ) • e x = f(x ), deci f n f 


n—> oo 


n4-rr 


sup |/ n (x) - f(x) | = sup 

x£[0,l] xE[0,1] 


(i+x 2 ) 


ne x lie 1 
n 4- x 


— el! = 


(1 + x*) 


= sup 

x€[0,lj 

= 0, adica. f n -^4 / 


2 \ *(e x -e x ) 


n + x 


2 e 

< —, deci lim sup |/ n (x) - f{x)\ = 


Cf. teoremei 4.3, obtinem lim / (1 4- a: 2 ) 

n-^oo^o 

= f} lim f n (x)dx = [ (1 4- x 2 ) • e x dx — 2e — 3 

n->oc J 0 


ne x 4- xe x 


n + x 


dx = 


□ 


10. Fie /tj : A C IR —»IR uniform convergent catre /: A C ]R —> ]R. Sase 
arate ca §irul g n = e uniform convergent. 


Solufie. Sirul (p n ) converge simplu la functia g = 
Studiem convergent^ uniforma a §irului (g n ) : 

9n(%) ~~ 1 +f‘i 


l+fl 1+/ 2 j 

_ l/n(g)-/(g)Mi-/n(a)/(a)l 


/ j _ j fn(x)+fn(x)f 2 {x)-f(x)-f{x)f% __ 

' ~ ' (l + /^(*))(l+/ a (*)) ” 


_ IJntgJ-JlgJI-ll-JnWJWI I f /■_.>! _ f/_\| . l + i/n(x)i/(x)j __ 

(l+f£(x))Q.+f 2 (x)) — I Jn\ ) J{ ji (l+/^(x))(l+/ 2 (x)) 

l^( x )" ’ {(i+Mxm+pw) + i+Mk' i+/ 2 (i)) - 



50 


CAPITOLUL 2. §IRURI §1SERII DE FUNCTU 


< \fn{x) - /(sc)! ( X + \ ’ 2 ) = ii/nW - f(x) |, V® € A =* 

5 

=*> sup|p n (z) - g{x)\ < Tsupj/ n (x) - f(x) I —> 0, pentru ca (f n ) 

xEA ^xEA 

converge uniform, deci (g n ) va converge uniform □ 

11. Fie §irul de func^ii / n : [0,1] —*• R dat de rela^ia de recurenta /1 = 0 
§i f n+ i(x) = f n (x ) + 3 [® — / 2 (x)], x £ [0, l],n > 1. Sa se arate ca §irul 
(fn)n converge uniform catre funcpa f(x) = yjx. 


PC 

Solupie. Evident f n —-» / 

Prin induc^ie aratam ca 0 < f n {x) < f(x). Vx € [ 0 , l],Vn 6 IN 

Intr-adevar, fi(x) = 0 < /(x) = Vx, Vx E [0,1]. Presupunem ca 
/n(z) < /(z),Vx E [0,1] 

Rezulta ca /(x) - / n +i(z) = /(x) - / n (x) - ^[x - / 2 (x)] = 

= (fix) - / n (®))[l - 5(/(s) + /n(z))] > (/(®) - /«(*))(! “ /(*)) > 

> O.Vx E [0,1], deci f n+ i(x) < /(x),Vx E [0,1]. 

Analog aratam ca 0 < / n (x), Vx E [0,1]. Atunci f n < / n +i,Vn E IN 
Cum / n §i / sunt continue, folosind teorema lui Dini, rezulta ca 

t uc f 1-1 

Jn -> / □ 


12 . Fie /: [0, a] —* IR 0 func^ie continua cu proprietatea ca J Q a x n f(x)dx = 
= 0, Vn E IN. Sa se arate ca / = 0. 


Solufie. Avem Jq P(x)f(x)dx = 0 , pentru orice polinom P cu coeficieni;i 
reali. Cf. teoremei Stone-Weierstrass, exista (P n )n un §ir de poll- 

jj 

noame cu coeficientii reali astfel meat P n —♦ / pe [0,a]. Cum / este 

marginita , / • P n f 2 pe [ 0 , a]. Prin urmare, / 0 ° / 2 (x)dx = 

= lim /(x) ■ P n {x)dx = 0 (cf. Teoremei 2.3). Deoarece f 2 > 0 este 


71—>OC 


continua , rezulta ca / 2 = 0 , deci / = 0 . 


□ 


13. Sa se determine multjimea de convergent pentru urmatoarele serii de 
func^ii: 

00 

a) 


71=1 X ' 


, x E 1R 


OO 


c) y ^(2 — x )(2 — x ^)(2 — xs)... (2 — 2 »), x > 0 
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OO 

d ) E 2 " sin |r 


n=i 
co 


e) 


^ln(l ~t~ o n ) 


n=l 

oo 


TV 


,a> 0 




-'.Sill Jb _ 

f > —— ,aen 

‘ n a 
n= 1 


Solufte. a) Aplicam criteriul radacinii pentru seria valorilor absolute : 


lim y/\f n (x)\ = lim fl-}--) 

n-+oc n—*oo y n J 


1 - X 


1 — 2x 


1 — X 


Deci seria este absolut convergenta pentru 

x>l 

Daca l^fcl > 1 


\l-2x 

1-x 


1 - 2 ® 


< 1 ==> x < 0 §i 


x <E [0, \) U Deoarece \a n \ = |/ n (x)| > 1 


implica lim a n ^ 0; rezulta ca seria este divergenta . 

71-+OC 

Deci mul^imea de convergent este (—oo. 0) U (|, oo) 
b) Folosim criteriul raportului: 

lim 11 


Inn 


|1 — x* 


n—> oo 


|/ n (z)| n-> oo 1 + £ 2 ln(n -j-1) 1 + a; 2 

Deoarece. pentru x ^ 0, < 1 rezulta ca seria data este absolut 

convergenta . 


OO 


Pentru x = 0 se obtine seria alternate convergenta l) n -—.Deci 

In n 

n=2 

mul^imea de convergent- este 1R 

c) Deoarece lim yfx = 1 §i x > 0, deducem ca , incepand de la 

n—* oo 

un anumit rang no, termenii seriei date vor avea acela§i semn, caci 
2 — y/x > 0 pentru n > uq. Lasand la o parte primii no termeni, 
ob^inem o serie cu termeni pozitivi. Aplicam acestei serii criteriul lui 
Raabe-Duhamel: 


lim n 

n —>oo 


fn{x) 


- 1 


x n + l — 1 

= lim n-— = Inx, 

n->0 ° 2 -x^+i 


L/n+l(®) 

astfel ca pentru In a; > 1, adica x > e, seria data este convergenta , iar 
pentru x < e ea este divergenta . 


Pentru x = e avem 


fjl+l - O _ fin+1 

fn 


= 2 - e«+i > 2 - (1 + J) = 


~r~ 

n+1 


deoarece 


e < (l + -) n+1 §i cf. criteriului al doilea al compara^iei .seria este 
divergenta . 
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Pentru x = 2 seria data este convergenta , deoarece f n ( 2) = 0. 

Deci mul^imea de convergent este {2} U (e, oo) 

d) Aplicand criteriul al treilea al comparatiei, rezulta ca seria data are 

aceea§i natura cu seria ^ ( - ) , deci ambele serii sunt convergente. 

n=l ' ' 

A§adar, multimea de convergent este IR. 

e) Sa presupunem intai ca 0 < a < 1. Deoarece aceasta serie are 
termenii pozitivi ii putem aplica criteriul raportului: 


*1 


Ine 


/ n \ x ln(l 4- a n+1 ) v ln(l + a n+1 ) a 

lim -- , . -r— = a lim — 1 —-——r— = a -— = 

n-*oc \n + l J ln(l + a n ) , n-*oo ln(l + a n ) a lne 

= a < 1, deci seria data converge in acest caz pentru Vx 6 IR. 

_ w w . . v^ln2 

Daca a = 1, seria data devme > ——, care este convergenta pentru 

n= 1 

Vx > 1. 

Daca a > 1, atunci = >2^1 pCl = deci 

seria data poate ft considerate ca suma a doua serii, dintre care prima 
converge pentru Vx > 2, iar a doua pentru Vx G R. A§adar, seria data 
converge in acest caz pentru Vx > 2. 

Pentru a = 0 seria data converge evident pentru Vx G H, caci to^i 
termenii ei sunt 0. 

f) Aplicam criteriul radicalului : 


lim y\fjx )| = lim 


smx 


n—>cc 


= sinxj => seria e absolut convergenta 


n—*oo 

daca | sinx| < 1, adica x G IR \ {2kir ± ^}, A: G 7L 

OO ^ 

Daca x = 2&7T -r f, seria devine , care e convergenta pentru 


a > 1 §i divergenta pentru a < 1 


71=1 


OO 


E (~l) n 

-care. cf. criteriului lui 

n a ' 

n= 1 

Leibniz, este convergenta pentru a > 0 

A§adar, daca a > 1, multimea de convergenta este R: daca 0 < a < 1, 
multimea de convergenta este 1R\ {2fc7r + f }; daca a < 0, multimea 
de convergenta este R \ {x ^ 2kn ± f} 

□ 


14. Sa se determine multimea de convergenta §i uniform convergenta seriei 

CO r 

X X 


72 — 1 

seriei. 


|_1 + nx 1 + (n — l)x\ 


, 0 < x < 1. Sa se determine suma 



2.2. PROBLEME REZOLVATE 


53 


Solufie. §irul sumelor partjiale este 

= x+ “ ®) (ife ~ rfe) 


. • . + 


__ X 
1-friz 


H-na; l + (n-l):z j 


1 _ 


Avem lim S n (x) = f(x) = 0 , x £ [0,1 


n—>oo 


Deoarece |5 n (z)| < ^>Vx £ [0,1], rezulta ca seria este uniform conver¬ 
gent pe [ 0 , 1 ] catre func^ia identic nula . □ 

Sa se precizeze convergent seriilor: 


00 «2 
— n 


15. ^(j’ + O.ie 


§' 2 


Solupte. Cum x £ 2 ], avem < x n < 2 n §i ^ < 2 n . A§adar, 

^ ?(x n + x -„)<^ r (2» +2 ») = ^ 

2 n+ 1 n 2 


Fie a„ = 2 ^ 


lim - ~ + — — li m 2 

n—»oc a n n—>00 




n! 


2 (n+l ) 2 

— hm ^ , ■ = 0 < 1 , 


)J (n+l)\ n-K3G‘n 2 y/n -f 1 

CO 

deci cf. criteriului raportului ^a n este convergenta 


n=l 


A§adar, conform Teoreinei 2.6. seria este uniform §i absolut conver¬ 
genta . n 


16 - 

71=1 


, x £ IR 


Solute. Fie f n (x) = 1+ ^ . Atunci f‘ n (x) = • Punctele 

critice sunt x = ±\[\ §i funclpa / n (x) i§i atinge maximul in .r = 



Deci 


lW - -W®) “ 2nVn 


Cum seria — V'— 3 - este convergenta , deci cf. Teoreinei 

~i 2n v n r^\ 2n ~ 2 

2 . 6 , seria este uniform §i absolut convergenta □ 
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Soluiie. Avem f n (x) = > x G 1R. 

De aici se vede ca func^ia f n {x) are valoarea maxima pentru x = n 2 . 
Cum lim / n (x) = 0, rezulta ca, f n {x) atinge cea mai mare valoare 

n —>±oc w 

pentru x = n 2 , deci jarctg \ < arctg Vz G IR,Vn G IN. 


oo 1 

Seria numerica > fiind convergenta , va rezulta, cf. Teoremei 2.6 
in 1 

n —1 


(criteriul lui Weierstrass), ca seria de func^ii este absolut §i uniform 
convergenta. □ 


18- E 

71 = 1 




cos nx 
n + 1 


W- | [e - (1 + *H*| < [(1 + J)" +1 - (1 + *)"] • A = 

00 3 

= (! + i) n • spfeu < SJ&I)' iaI seria E n(n + 1 ) este “nvergenta. 

n=l ' 

°° 1 

pentru ca o putem compara cu seria armonica generalizata , 


n—l 


aplicand criteriul al treilea de comparable. A§adar. cf. criteriului 


OO 


lui Weierstrass, seria ^ 
genta 


n=l L 


n i 


e- 1 + - 

V n 


cos nx 
n +1 


este uniform conver- 


□ 


OO 


19- E 


COS 


27171* 


Z^Vx 3 +n 


,x e IR 


Soluiie. Fie S n = COS ^ 4 - cos ^ + . . . + cos 2 m = cosfo+l) ^Sin _ 3 


ISn < 


— = -T^.Vn 

3 


sin £ ,/3 


§irul sumelor par^iale ale seriei numerice 


Y>s e marginit, deci se verifica priina conditie din criteriul lui 

71=1 

Dirichlet. 


Fie a n = -7=4— .Sirul (a n ) e descrescator pe IR si lim a n = 0, deci 

vxHn n—>oo 

(a' n ) converge punctual la 0. Aratam ca §irul (a n ) converge uniform 
pe IR la 0 : 

jo! n | < 4=, Vx G IR, Vn 6 IN' 

A§adar, seria este uniform convergenta , cf. criteriului lui Dirichlet. 

□ 
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20. Este posibil ca o serie de func^ii continue pe o multlme A sa convearga 
neuniform pe aceasta multjime catre o func^ie continua ? 


Solufte. Raspunsul este afirmativ. 

nx (n — \)x 


OO 


Fie seria 


n=i 


i x € [0,1] 


1 + n 2 x 2 1 + (n — l) 2 x 2 
Tot;! termenii seriei sunt func^ii continue pe [0, lj.Suma par^iala de 


rang n a seriei este 
/ 


2x _ x ^ _j_ _j_ [ nx _ (n—l)x j _ nx_ 


C _ g i f jx _I \ I __ , , _ 

n \ / 1+x 2 ' l+4x 2 1+x^ J ‘ ‘ 1 [l+n 2 x‘ 2 l+(n—l) 2 x 2 J l+n 2 x 2 ’ 

astfel ca lim S n (x) = 0, Vx 6 [0,1], deci seria data converge simplu pe 

71—>O0 

[0,1] catre func^ia identic nula , care este o func^ie continua pe [0, ll. 

Observam ca seria nu converge uniform la 0 pe [0,1]. 

Intr-adevar. luand x n = ^ € [0,1] rezulta S n (x) = \ —» deci 

rela^ia de convergent uniforma nu este verificata . □ 


21. Fie [0,co) - JR,/ n (x) = 

Vn <E IN*. Sa se calculeze lim A n . 

n— mx> 


,n € X\ T §i fie A n = Jq f n (x)dx, 


Solufie. Fie x > 0, fixat. 


lim u n (x) = lim 


ne x + xe 


—n 


n —>oc 


n—>CG £ + ft 


= e 


—x 


deci u n converge punctual la f(x) = e x , Vr > 0. 

Evaluam in continuare 

g n (x) = | u n (x) - /(x)| = (1- J \e~ n - e~ x \, Vx > 0,Vn € N*. 

\ ft i X J 

Daca x £ (n, oo) atunci: 


e~ x < e n 


e n — e x |<e n => g n {x) < e n —*■ 0. 


Daca x £ [O.n], atunci 


deci 


r* > e~ n =» |e _n - e~ x \ < je" 71 ] + (e" 1 ] = 
= e~ n + e _I < 2 e _x , 

2xe~ x 


g{x) < ~~,V:c e [0,n], 

2xc~ x 


x + n 

Studiem acum varia^ia func^iei [0,1] 3x 

— rr \ f 


x-rn 


2xe" 


,-x 


x + n 


= 2 


(x + n)‘ 


(—x 2 — nx + n), 
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deci functia este crescatoare pe (0, v' n2 +4r t - n .) descrescatoare 
p e ( v^n a +4n-n ^ n ) ) ^eci 


9n{x) < 


8 n 


2n 


(\/n 2 + 4n + n) 2 


. g \A^'+4n+n —^ Q_ 


Deci converge uniform la / . 

Aplicand transferul de integrabilitate ob^inem: 


lim A n = f f(x)dx = [ e X dx = 
n ^°° Jo Jo 


e-1 


□ 


oc 


22. Sa se arate ca seria x n — x 2n —x n 1 4- x 2n 2 ) converge neuniform 

n=1 

pe [0,1] §i totu§i 

OO OO 

n=l n=l 

Soluble. §irul sumelor partiiale este S n (x) — x n — x 2n . 

Deoarece 5 n (0) = 5 n (l) = 0 §i pentru x E (0.1) avem 0 < S n (x) < 

< x n , rezulta lim S n (x) = 0,Vx E [0,1]. Deci seria este simplu con- 

71—> OC 

vergenta pe [0,1] catre functia identic nula . 

Convergent a nu este uniforma : 


_ l 


l 

4 


Alegem x n = 2 » E [0,1] §i o n (^ n ) 

Deoarece sumaseriei date este /(x) = 0,rG [0,1], rezulta Jq f{x)dx — 
= 0 . 

Apoi Jq (x n - x 2n - x n ~ 1 + x 2n ~ 2 )dx = astfel 

. ^ / 1 1 1 1 \ 

la > -- - -- 7 - 1 - --- este convergenta si are 

^U + l 2n + l n 2n-l/ 

n=1 x x 


ca seria 

suma egala cu zero. 

A§adar egalitatea din enunt e demonstrata . 

23. E posibila integrarea termen cu termen a seriei 

CO 

^2x[nV n2a;2 -in- l) 2 e" (n - 1)2a;2 ],x E [0, lj? 

n=1 


□ 
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n 


n 2 x 2 


Soluble. s n {x) = (fc-ljVf*- 1 ) 212 ] = We -" 1 

k— 1 

=4> lim s n (x) = 0,Vx 6 [ 0 , 1 ] =» seria data e simplu convergenta pe 
[ 0 , 1 ] catre f(x) = 0 

Cum in punctul x n = £ avem s n (x n ) = —> co, deci seria data nu 

e uniform convergenta pe [ 0 , 1 ] catre f(x) = 0 

Avem Jq f(x)dx = 0 §i 

/o 2 x[n 2 e- n2x2 - (n - l^e-^" 1 ) 2 * 2 ]^ = be -7 * 2 * 2 + e"^- 1 ) 2 * 2 ]/^ = 


e( n_1 ) 2 e 


cx> r 


Dar seria ^ 


n=l 


e (n-l) 2 e n 2 


e convergenta §i are suma 1 , deoarece 


suma ei par^iala de rang n este cr n — 1 —^ —> 1 

6 

A§adar, nu e posibila integrarea termen cu termen a seriei date. □ 


CO 


w 4 

24, ba se arate ca seria — 2 — converge uniform pe IR, iar suma sa este 

71—1 

o func^ie de clasa C 1 . 


OO ^ 

Solufie. Deoarece j —| < e IN*, Vo: E IR §i seria este 


n= 1 


OC 


smnx 


^— converge 


convergenta , cf. criteriului lui Weierstrass, seria 

71=1 

uniform. 

Cum (— ^ 3 ,x ) / = c - °n? x un ra^ionament asemanator cu cel de mai sus 


OO 


arata ca seria derivatelor converge uniform, deci funcpa 


n=l 


/: R -4 R, f(x) = y^ Sm r : este derivabila §i f'{x ) = ^ 

T1 


CO 


cos nx 


71=1 


n=l 


n 


2 * 


CO 


uniform, deducem ca / este de clasa C 1 . 


n= 1 


^ COS 7~L0C 

Intrucat func^iile x —* sunt continue §i seria jTj——— converge 


□ 


OC 


(_l)n+i 


25. Sa se arate ca seria de func^ii — j —y~ converge uniform pe R, dar 

TL “(“ X 


nu converge absolut pe R. 


n= 1 
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°o 1 

Solutie. Seria valorilor absolute, -r este divergenta pentru 

*—{. n + x 2, 
n= 1 

Vz € IR. 

Deoarece Vn € lN*,Vz 6 1R, deducem ca sup|/ n (z)-/(z)| < 

cdER 

< unde / n (z) = ^p,f(x) = 0,Vn € IN*. Cum Jim ^ = 0,rezulta 
ca / n / = 0 pe H. 

§irul de func^ii g n : 1 R -> JR,<? n = (—l) n+1 are §irul sumelor par^iale 
egal marginit.A§adar, cf.criteriului lui Dirichlet, seria de func^ii con¬ 
siderate este uniform convergenta . □ 


Sa se studieze caracterul convergence! urmatoarelor serii: 


26. £ 
n= 1 



x n+1 \ f X 
n + 1 ) \ + n +1 


n+l 

e [-1,1] 


“ / x n x n +1 \ 

Soluble. Suma par^iala de rang n a seriei | -—- j (1) este 


S n {x) = x- 


Z n + 1 

n+l 


n =1 


n + l 


Deoarece |5 n (z) — x\ = < ^pj,Vz 6 [—1, l],Vn € IN, rezulta ca 

§irul (S' n ) n converge uniform pe intervalul [—1,1] catre func^ia /(z) = 
= z. Deci seria (1) este uniform convergenta pe [—1,1]. 

/ \n+l 

§irul de termen general a n — (1 + j este un §ir crescator de 
func^ii egal marginite pe intervalul [—1,1]. Intr-adevar, 


0-71 + 1 71-r2+X 

CLji 71 t 2 


(n+l)(n+s+2) 
(n+2) (n+l-j-x) 


n+l 


__ n+2+x 
71+2 


1 - 


n+l 


(n+2)(n+l)+nx+2x j 

Aplicand aici inegalitatea lui Bernoulli obt;inem: 


Qn+i n+2+x 
a n — n+2 


i - 


(n-j-l)a; 


(n+2)(n+l+x) 

deci §irul ( a n ) n este crescator. 


Cum lim a n = lim 


n —>oo 


71^00 


1 + 


z 


n+l 


= e®, rezulta ca pentru 


n+l 1 X 
X 


l— —J 

fiecare z 6 [—1,1] avem a n (x) < e®, Vn G IN. 

Dar functjia g(x) = e®,z G 1R este o func^ie crescatoare. 


Prin urmare, 0 < a n (z) < e, Vz G [—1,1],Vn G IN, ceea ce inseamna 
ca ( a n ) n este un §ir de funcCii egal marginite pe [—1,1]. 


A§adar, seria data verifica toate condi^iile din criteriul lui Abel, deci 
este uniform convergenta pe intervalul [—1,1]- □ 
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27. 


^(- l) n x 2 


> : - j. t ,xer 

" 1 + n 3 x 4 


n=l 


Soluble. Deoarece (1 — a^Vn 3 ) 2 > 0, rezulta ca 2a: 2 Vn 3 < 1 + n 3 x 4 . 
Prin urmare, < ^j,Vx e JR>Vn G IN, de unde, cf. cri- 

teriului lui Weierstrass, deducem ca seria data este absolut §i uniform 
convergenta pe K. □ 


oo r 

28. Fie seria \ ln(l + * 2 ) + E 

n=2 1 


ln(l + »V) ln(l — (n — l) 4 x 2 l 


2 n 2(n - 1) 

x G [0,1]. Sa se demonstreze ca aceasta serie este derivabila termen cu 
termen, dar seria derivatelor converge neuniform pe intervalul r 0. lb 

Solutfie. Pentru aceasta serie avem S n (x) = Deoarece. in 

baza regulii lui PHospital 


4 x 2 t/ 3 


= 2a: 2 lim — V y r A = 0, 


ln(l + x 2 y 4 ) 

lim---= lim _ . 0 .. ..... _ . 

y—*oo 2 y y-*o c2(l + x^y q ) y—> ‘ocl 4- x^y a 

rezulta ca lim S n (x) = 0,Vr G [0,1]. Deci seria data este simplu 

n—>oo 

convergenta pe intervalul [0,1] catre func^ia /( x) = 0,x G [0,1]. 

Seria formata cu derivatele termenilor ei este 

(n — l) 3 x 


OO 

E 

n=1 


-_ 2 ~ 
nx 


|_1-fn 4 x 2 1 + (n — l) 4 x 2 


(*) 


Suma partiala de rang n a acesteia este S' n (x) — , de unde 

deducem ca lim S' n (x) = 0,Vx G [0,1]. Prin urmare, seria (*) este 

71 / ^ OO 

simplu convergenta pe intervalul [0,1] catre func^ia g(x) = 0, x G [0,1]. 

Cum funcpa / este derivabila pe intervalul [0,1] §i f' = g — 0, rezulta 
ca seria data este derivabila termen cu termen pe [0,1]. 

Pe de alt a parte, Vn G IN, punctul x n = ~s apar^ine intervalului [0,1] 
§i \S' n {x) — g(x)\ = A§adar 3e > 0(de exemplu astfel incat pentru 
Vn G !N,3x n G [0,1] astfel incat sa avem | S' n {x n ) — g{x n )\ > e, ceea ce 
demonstreaza ca seria nu este uniform convergenta pe [0,1]. 

Acest exerci^iu dovede§te ca convergenta uniforma pe un interval [a, b] 


oo 


a seriei E f’n nu este o conditie necesara pentru derivarea termen cu 

TL— 1 

OO 

termen a seriei pe [a.b\. 


□ 


n= 1 


oc 


29. E posibila derivarea termen cu termen a seriei ^[e nar — e ^ ], 

71 — 1 

x G [0,1]? 
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Solufie. Suma par^iaia de rang n a seriei este 

n 

a„(x) = £[e- te2 -= e-"* 2 — 1 —* — 1.x G (0,1] 

&= 1 

§i Sn(0) —> 0 

Deci seria data este punctual convergenta pe (0,1) catre func^ia 

f( \ _ / 0) daca x = 0 

J\ x ) | _i i daca x G (0,1] 

care e discontinue in a: = 0. deci nederivabila in 0; a§adar nu e posibila 
derivarea termen cu termen a seriei. 

Aceasta se datoreaza faptului ca seria derivatelor 

OO 

^^[2x(n — l)e - ^ n_1 ^ x2 — 2 xne~ nx2 } nu e uniform convergenta pe [0,1]. 

n=l 

Intr-adevar, suma sa par^iala de rang n este 

n 

4(1) = J2l 2x (k ~ IK**- 1 ’* 2 - 2 xke- k * 2 ] = -2 nxe- nx ‘ —► 0, 

k= 1 

Vx 6 [0,1]. Deci seria derivatelor e simplu convergenta catre 0 pe [0,1]. 
Cum in punctul x n = ^ € [0,1] avem j s' n (x) - 0| = —► cx), 

inseamn& ca seria derivatelor nu converge uniform pe [0,1]. □ 

30. Sa se calculeze sin32° cu precizia 10 -3 . 

Solu$ie. Se §tie formula lui Taylor cu restul lui Lagrange : 
f(x + ft) = f(x) + £/'(*) + &/"(*) +... + £/<"> (x) + (0, 

cu £ intre x §i x + h, pentru / G C n+1 intr-un interval ce confine x §i 
x + 

Aplicam formula pentru f(x) = sinx,z = 30° = |, h = 2° = ^ 

Se alege n minim astfel incat < 10~ 3 =+ n = 1 

Deci sin 32° - sin 30° + ^ cos 30° -0,5 + ^ - 0, 5302 □ 

2.3 Probleme propuse 

Sa se studieze convergent punctuala §i uniforma a urmatoarelor §iruri 
de funcljii : 

-f 1. f n : (0,1) —> K, f n (x) - ^x,n > 0 

R: converge punctual la f(x) = 0, dar nu converge uniform 

+• fn- [-l,l]-R,/n(4 = I+fe 

R: converge punctual §i uniform la f(x) = 0 
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-f 3. in ■ R* -4 JR, f n (x ) = yg- 

R: converge punctual la /(as) = 1 , dar nu converge uniform 

* 4. / n :R-*R,/ n (z) = I ^ 

R: converge punctual la 



x 7^ 0 
as = 0 


dar nu converge uniform 

i- 5. Sa se arate ca §irul de func^ii f n : [0, lj —► R. / n (x) = nu este 

uniform convergent. 

R: func^ia limita nu este continua 

^ 6 . /n: R -+ R, f n (x) = -y/x 2 + n > 0 

R: converge punctual la f(x) = \x\ §i converge §i uniform la / 


/ 7. / n : R f —► R, f n (x) = e nx sin nx 

R: converge punctual la f(x) = 0, dar nu converge uniform deoarece 
fn (£) —♦ e -1 sin 1 ^ 0 

8 . Fie f n : R —» JR,f n (x) = ,n > 0. Sa se studieze convergent^ 

§irurilor f n §i f' n . 

R: §irul de funct-ii f n converge uniform la 0, iar §irul derivatelor n-are 
limita 


9. 


Sa se afle mul^imea de convergent^ a seriei 


00 

de funcpi ^(—l) n 

n=1 



R: (0, oo) (cf. criteriului lui Leibniz) 


CO 

v i r ». \— v sin tlx , _ w 

10. Sa se arate ca sena de runctn > -7 -r este uniform convergenta 

~ n(n + 1 ) 

n=1 V 7 

§i ca suma ei este o func^ie continua . 

R: Cf. teoremelor 2.6 §i 2.4 
Sa se studieze convergenta seriilor: 

11 . - ^-2-,x e[a,b],0 <a<b 

n =1 n 

R: uniform convergenta 
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oo - 

12 - 


71=1 


x 2 + n 2 


R: uniform convergenta §i absolut convergenta (cf. criteriului lui 
Weierstrass) 


CO 


13- E 


sin nx 


^ Vn 4 + z 4 

R: uniform convergenta §i absolut convergenta (cf. criteriului lui 
Weierstrass) 


oc - 

14. — 5 —— ,x 6 IR 

^x 2 + 2 n 

n —1 

R: e uniform §i absolut convergenta cf. criteriului lui Weierstrass 



Capitolul 3 

Serii de puteri 


3.1 Convergent §i proprieta^ile seriilor de puteri 

oo 

Defini^ia 3.1. 0 serie de functii de forma ^a n a? n ,£ E IR, unde a n E IR 

n =0 

se nume§te serie de puteri. 

Numarul a n se nume§te coeficientul termenului de rang n. 

Toate rezultatele privind seriile de functii sunt valabile §i pentru seriile 
de puteri. Datorita caracterului lor particular, seriile de puteri au in plus 
urmatoarele proprietati : 


OO 

1. Teorema I a lui Abel Pentru orice serie de puteri 'y^a n x n exista 

n— 0 

un numar R, 0 < R < +oo astfel incat: 

a) Seria este absolut convergenta pe intervalul {—R.R). 

b) Pentru astfel incat |#| > R, seria este divergenta . 

c) Pentru VO < r < R, seria este uniform convergenta pe [—r, rj. 

Numarul R se nume§te raza de convergenta a seriei de puteri, iar 
intervalul (— R,R ) se nume§te intervalul de convergent^ al seriei. 

2. Suma unei serii de puteri este o functie continue. in orice punct interior 
intervalului de convergenta . 

CO 

3. Teorema a Il-a a lui Abel Fie ^^a n a: n o serie de puteri, R raza 

71=0 

sa de convergenta §i / suma sa. Daca aceasta serie este convergenta 
in punctul R (sau in punctul —R), atunci suma / este o functie con¬ 
tinua in punctul R (sau in punctul —R), deci lim f(x) = f(R) 

( lim /(®) = f(-R)). 

x-^R+0 
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OO 

4. Daca ^a n x n este o serie de puteri §i R raza sa de convergent , 

n=0 

at unci: 

a) Seria derivatelor de ordinul n are aeeea§i raza de convergent R. 

b) Suma / a seriei este indefinit derivabila pe intervalul de convergent 
§i derivata sa de ordin n,f( n h este egala cu suma seriei derivatelor de 
ordinul n. 

(X) 

5. Teorema lui Cauchy-Hadamard Fie ^a n :r n o serie de puteri. 

n=Q 

R raza sa de convergent §i u> f= lim ^/|o n j. Atunci R = daca 
0 < u < +oo, R = 0, daca u = +oo §i R = +oo, daca u = 0. 

Defini^ia 3.2. Se nume§te serie Taylor o serie de functjii de forma 

OO 

a n (x — a) n ,a £ 1R. 

n=0 

Toate proprieta^ile seriilor de puteri se menfin pentru seriile Taylor. 


3.2 Dezvoltari in serie 


Definitda 3.3. Fie I un intervals un punct interior lui I §i / o func^ie 

“ f( n )(a) 

reala definita pe / §i indefinit derivabila pe /. Seria y, -r —(x — a) n (l) 

. 71 /1 

n=0 

se nume§te seria Taylor a func^iei / in punctul a. Fie I' intervalul de 
convergent &1 acestei serii. Vom spune ca func^ia / este dezvoltabila in 
serie Taylor pe intervalul V daca ea este suma seriei (1) pe I'. 

Teorema 3.1. Funcpia /:/—»!R este dezvoltabila in serie Taylor pe inter¬ 
valul I' daca si numai daca ea este indefinit derivabila pe I 1 §i restul ei de 
ordin n din formula lui Taylor tinde la 0 cand n —> oo, \/x £ V. 

Daca a — 0, atunci seria (1) se nume§te seria MacLaurin a func^iei /, 
iar daca 

/ (x)= £M I n )X6r> 

n! 

n=0 

atunci se spune ca functjia / este dezvoltabila in serie de puteri pe V. 

Dezvoltari in serie ale unor functjii elementare 
1- e* = E~=o nf • Vz € C. 

2. + = E”=o V!4<1. 

3. it - VW<1. 
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4. cos 2 = £“oW' 22n ’ VzeC. 

5. sinz = £“ 0 I g^ I -z 2 »+ 1 , Vz 6 C. 

6 . (1 + z)° = E n > 0 V| 2 | < 1 , a e R. 


3.3 Probleme rezolvate 


Sa se determine mul^imea de convergent §i suma urmatoarelor serii de 
puteri: 


00 


i- £(-i) n 


X 


2n+l 


n=0 


2 71 1 


Solufie. Cum lim ' y n - ~y ■ = lim \ = 1 
n-+ oo jo n | n->oc2n+3 


R — 1 raza de 


convergent => (— 1 , 1 ) este intervalul de convergent • 

Pentru £ = l§i 2 ; = —1 ob^inem doua serii alternate ce verified 
condi^iile din criteriul lui Leibniz , deci convergente. Deci, mul$imea 
de convergent este [— 1 , 1 ]. 

Sa notam cu / suma seriei. Derivand seria termen cu termen ob^inem 

f{x ) = 1 - x 2 4- x A - x 6 4-... + (-l) n x 2n + • •. = j ^2 , pentru \x\ < 1 

Deci,/(a:) = arctga; + c, pentru |ar! < 1 . Facand aici x = 0 deducem 
ca c = 0. A§adar f(x) = arctga:, pentru \x\ < 1. Din convergent in 
punctele x = ±la seriei date rezulta ca /(l) = lim arctga; = 

x —^ 1—0 
7T 

= arctg 1 = j §i lim f(x) = ——. Prin urmare, suma seriei date este 
x— +1+0 4 

restric^ia functjiei arctga; la intervalul [-1,1]. In acest fel am stabilit §i 

1 

suma seriei numerice (—l) n --anume ? □ 

^ ) 2 n+l' 4 

71 — 0 


y (-1 r 1 

' ^n(2n-l) \1 — 2a; / 

n =1 v 7 x / 


2n—1 


Soluble. Notam 


y §i ob^inem seria 


CO 

de puteri ^ 

71=1 


n( 2 n — 1 ) 


y 


2n—1 


Raza de convergent este R = 
= 1 


lim 

n—>00 


(-if 

(ji -f- 1 ) ( 2 n - 4 - l) 


n(2n — 1) 
(- 1) 71 " 1 



66 


CAPITOLUL 3. SERIIDE PUTERI 


Intervalul de convergent este (— 1 , 1 ). 

(-!)»-! 


00 


Pentru y = — 1, seria devine -7- -— care e convergent cf. cri- 

' n(2n — 1 ) 

n=l ' ' 

teriului lui Leibniz 

Pentru y = 1 , seria devine > ——-— care e convergent cf. criteri- 

ului lui Leibniz 

Deci mul^imea de convergent este [— 1 , 1 ], 

Pentru a vedea mul^imea de convergent a seriei in x rezolvam ine- 
galitate — 1 < < 1 ==>■ x 6 (- 00 ,0] U [§, 00 ) 

= fifes' 2 "- 1 . ^[-M] 


"n(2n — 1) 
n =1 v ' 


00 ( 1 Nn-l 

*'(y) = E^-v 


OO 


,2n—2 \ A ( •O /„,2\n—1 


n =1 

==> = ±(-ir-\vr -%= 


=E : 

71=1 


n 


V)’ 


y 2 5'(y) = 


n=l 


n—1 


= VE (-V 2 )"- 1 = ^ = / = 


= ln(l + y 2 ) + c 
Facem 2 / —» 0 => c = 0 

_ ln(l+y 2 ) 


Deci S'(y) = [n(1 £ y > , y ^ 0 =*> S(y) = / ) dy = - J ln(l + y 2 ) : 

4-2arctg y + c(am integrat prin parfi) 

limS'(y) = 0 =» lim5(y) = lim f —- ln(l + y 2 ) + 2 arctgy -f c ) = 

3/-»0 2 /—»-0 y —>0 y y J 

2y 

= lim- -fc=c ==^ c = 0 (am calculat cu l’Hospital) 

y—*0 1 + y 2 v r ' 

S(y) = - J ln(l + y 2 ) + 2 arctg y 

r ( 

Suma seriei ini^iale este fix) = S — -y— in 1 + (iE^) 

+ 2 arctg yE^, 


□ 


OO 


3-E 


2 n 




n=0 


2 n + 1 


Soluble. Raza de convergent' R = 


2 n+1 2n + 1 


lim 


oo)2n -r 3 2 n j 
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Intervalui de convergent este (- 5 , 5 ) 

(- 1 )" 

71=0 


/ _ 1 11 * 

Pentru x = — seria devine - - §i e convergenta cu criteriul 

- -n 

lui Leibniz 


1 

Pentru x = seria devine y^--- §i este divergenta 

n=cr n ~*~ 

Mul^imea de convergent este [— 5 , 5 ) 

Notam 2cc = t 2 ,x > 0. Atunci f(x) = V s —-— x n — = 

J ^2n + l ^2n + l 

r).=n 71=0 


°° ±2 n -- 

= E^tti = S(t) ’* s I0>1) ts(t) = E 


n=0 n=0 

_°° f 2n+l 

> ( ts(t)y = 


71=0 

OO 


71=0 


2>ti 1 


1 

= E <2n = 1^2 =*■ «(*) = 


n=0 

Facem t 


0 =*>c = 0 


ih dt = 3 ln 


1 + t 


1-t 


+ C 


Atunci S{t) = ± ln ±±f, t € ( 0 , 1 ) =* /(*) = ln e (°, |) 

Pentru £ < 0 notam 2 z = —t 2 

/W = ES = Egg = E^T - e (-1.0) 


71=0 

OO 


00 ( *i\nj.2n -H 00 1 

= E 2n + l “*• “ Ef- 1 )”* 2 " = =* 

7i=0 n=0 * 

=r- tS 1 (£) = arctg t + c 
Facem t —» 0 =)> c = 0 

Atunci S(t ) = j arctg t ==> /(z) = ^== arctg•/—2#, z 6 [—1,0) □ 


Sa se determine multamea de convergent a urmatoarelor serii de 
puteri: 

OO 

4. £[2 + (-1)“]z" 

71=0 


Solutie. Raza de convergenta este R — —— >,-■ = L deci 

lim ^ 2 + - 1 )’* 

71 —> OC 

intervalui de convergent este (— 1 . 1 ) 

CO 

Pentru cc = 1, seria devine y ^[2 + (—l) n j §i este divergenta deoarece 

71=0 

termenul general nu are limita ( U 2 n — 3 §i U 2 n+i = 1 ) 

Analog, pentru x — — 1 , seria este divergenta . 
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Deci mul^imea de convergent^ este (—1,1) 


□ 


5 + n + 1 / x + i y 3 
' ^' 0 V^+WTT.\2x + 3j ’ * 2 


Soluiie . Notam t = §i obtinem seria de puteri 
Raza de convergent a este 


n + 1 


R = 


lim 

n—»oo 


71 + 2 


\/n 4 + n 3 + 1 


rj Vn 4 -f n 3 + 1 
= 1 


t n 


y/(n + l) 4 + (n + l) 3 + 1 n + 1 
Intervalul de convergent^ este (—1,1). 


n+1 


Pentru t — — 1, seria devine (-l) n —=_ 

+ Vn 4 +¥ 3 + 1 

cu criteriul lui Leibniz 


care e convergenta 


CO 

Pentru t — 1, seria devine 


n + 1 


„Slv'n 4 + n3 + 1 


care e divergenta deoarece 


oo 1 

o putem compara cu seria ) — cu ajutorul criteriului al treilea de 

n 

71= 1 

comparatie 

Multimea de convergenta este [—1,1) pentru seria in t. 

Multimea de convergenta pentru seria initiala se va afla rezolvand 
inecuatiile —1 < < 1 =>■ x E (— oo. —2) U [— |, oo). □ 


DO ^ 

Soluble. Notam tg x = y. Seria devine (— l) n n = y n , V G 

3s v 1 + n 2 


n=0 


1R 




lim 

TI-+OO 


— 1 Y ' 74 ' 1 


C-i) ? 


32 Vl + n 2 


= V3 


32 \J\ + (n + l) 2 (-1)” 

Intervalul de convergenta este (—\/3, \/3). 

00 1 

Pentru y = — \/3. seria devine +)— - r = = care e divergenta deoarece 

71 = 1+1 + n 
+ 1 

e minorata de seria divergenta ^—— 
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OC 


Pentru y = V3, seria devine y^(-l) n . care e convergenta cf. 

Z=o ^ 1 + n 

criteriului lui Leibniz 

Mulfimea de convergenta pentru seria in y este (—-s/3, VS] 

Multimea de convergent^ pentru seria initiala se afla rezolvand inecuatiile 
—Vs < tgx < Vs => x E (-J, J] □ 


7 . y(_i)" ^ + i_ ( 4l ~ 1 V 
2-,y l > „2 + „+i l j + 3 ) 

n=0 x x 


°° .OTT 

Soluble. Notam y = §i seria devine y^(—l) n — 9 - —-j—j-j/ n 

Raza de convergenta este 


n=0 


R = 


lim 

n—»oo 


(-l) n+1 i/(n-f l) 2 + 1 n 2 + n + l 


(n +l) 2 + (n-f 1) + 1 (-l) n Vn 2 + 1 
Intervalul de convergenta este (-1,1) 


= 1 


Py Vtt? -j- 1 

Pentru y — — 1, seria devine ) 9 ■ ■ -—-p-j- §i este divergenta avand 


n—0 


oo ^ 

aceea§i natura cu seria - cf. criteriului al treilea de comparatie 

71=0 ^ 

Pentru y = 1, seria devine (—l) n —$i este convergenta cf. 

' n 2 + n +1 

n=0 

criteriului lui Leibniz 

Mulfimea de convergenta este (—1,1]. 

Multimea de convergenta pentru seria initiala se afla rezolvand inecuatiile 


-1 < 


4x~l 

z+3 


< l e (-§,|] 


□ 


00 ^n-j- — 

o V fl n _ T n 

n= 1V n/ 


Solufte. Cf. teoremei Cauchy-Hadamard avem 


lim y/\aV\ = lim —^ = 1, 

n^co n—»oo r?, 4- — 

n 

deci raza de convergenta este R — 1 §i intervalul de convergenta (-1,1). 
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Deoarece 


n n+ n 


lim a n = lim 

n— *oo n— mx> ^72 -f- ~ j n— >oo 


= 1, 


L( 1 + ^) n 

rezulta ca in punctele z = 1 §i £ = — 1 seria data este divergenta . 
Deci,muli;imea de convergent este (-1,1). □ 


°°^ /_j\n 

9. Sa se demonstreze ca seria numerica ;> -—— este convergenta §i sa 

on +1 

71=0 

se afle suma ei cu ajutorul seriilor de puteri. 

Solufie. Aceasta serie satisface criteriul lui Leibniz,deci este conver¬ 
genta . Pentru determinarea sumei vom considera seria de puteri 


D-d 

71=0 


X 


371+1 


3n + 1 


Raza de convergent este R = lim I an+1 1 = 1, iar intervalul de 

* CO Chfi 

convergent este (- 1 , 1 ). 

Pentru x = 1 obfjinem tocmai seria data . Notam cu / suma acestei 
serii de puteri pe intervalul (- 1 , 1 ). Prin derivare avem 

/'(®) = ^(-l) n ^ 3n = P entru \ x \ < 1 

71=0 

De aid rezulta ca 

fix) = fjT^ = l ln + 75 arct S E7T + c > P entru \ x \ < 1 
Punand aici x = O.obtinem c = ^=,caci /(0) — 0. A§adar, 

/( x) = g In + ^arctg pentru |x| < 1 . 


OO 


Atunci y>l ) 7 

71=0 


1 \ i . 1 


7T 


3n+l =/(1) = xij?io /W = 3 ln2 -‘ 3vS 


□ 


Sa se afle suma seriilor 


OC 


10. E 


(n+l ) 2 


71=0 


n! 


OO 


71=0 


E X 
— 


xe 


= E 


“ x " +1 


OC 


OO 


-E 


. n! 

71=0 

(n -r l)x n+1 


+ xe* = E 


(n + l)x n 


71 = 0 


n! 


OO 


71=0 


ni 


=> (1 + 2 x)e x + (x + x 2 )e x - 


71=0 


- (x + x 2 )e x = 

(n 4- l) 2 x ni ~ 1 
nl 



3.3. PROBLEMS REZOLVATE 


Pentru x = 1 5e = y~^ 


(n + l) : 


ii-E 


n 2 (3 n — 2 n ) 
6 ^ 


Solufte. Seria se scrie 


_?0_ „2(on _ On\ 00 


h (3 n - 2 n ) 
6 n 


n co 


-E-’UJ -E"-(i 

n=l N 7 n—1 x 


Calculam suma seriei y^n z x T 


1 .1 

Stim x n = - - , x e (-1,1) =*> Vnx n_1 = — - r 7 

^ 1 - x v ' ^ (1 - xV 

71=1 n =1 v y 


f> n = 773^2 =» E nV_1 


1 + X 


_ X+I 2 

- (T^p 


(1 - x ) 2 (1 - x ) 3 

y ^ 2 (3 n ~2 n ) = j + (|) 2 _ l + (j) 2 = 9 

tl (l-if (l-I ) 3 2 


nV = 


12 . Sa se calculeze yl0004 cu 10 zecimale exacte. 


Solu$ie. Tinand seama de seri a binomia la scriem 
^10004 = ^10000 + 4 = lO^^TjU = 


4/1 , 4 _ 

V 10000 — 

i i i Ki-0 . Ki-O(H) , 

A Tn^ - onna 1 5TTnT5 r 


— io (14- ——) 4 — ion + - ■ -L 4- i i i-J i 4. 4U iiu 2 j * 

■ iU l 1 T 10000/ ■ LU V I ^4 W ' 2!10 8 ’ 3!10 12 h ' 

Cum lO ^Jf- 2 ) + ... < 10’ 11 =» v / 10004 = 

= 10 (1 + ^ - 32 ^) = 10(1 + 0,000025 - 0,00000000937) 
= 10,0002499906 


Sa se calculeze urmatoarele limite cu ajutoru .1 dezvoltarilor limitate: 


e 2 -cosx 

13. lim- 1 - 

*-»o x 4 


„ , 1 - 4 + T + x6 °( x<i ) - 1 + T - T + x6o ( x<i ) 1 r- 

Solutie. lim- - - 8 - , - 2 - 8 -— = — □ 

x —>0 x 4 12 


14. lim x — x 

X—>OC 


' k N)] 
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Solufie. Notam x = 7 


= lim 
t-* 0 

= lim- 
t —>0 t 


=> lim 

x—*oc 

= limi 

t-*ot 


- - -g ln(l + t) 


x - x 2 In |^1 + - 

1 - 7 (* - t + V +* 4 °(* 4 ) 




2 


= 1 ^ Cl -1 - t2 ° (f2) )=1 


□ 


15. I = lim(l 4- since)* 

x —>0 


Solutie. (l+sinx)* = e* ln ( 1+sm ®) = e xln ( 1+:c 3 f + -) = 

(*-%■+•••)“i( a “^r + "*) +- ". _ e *(*-4“4+-) 


= e 


1 f x 2 x 3 

lim - \x - — -— + ... 

I = e x ~* Qx V 2 6 


= e 


□ 


Sa se calculeze cu o eroare mai mica decat 10 3 integralele: 


16. Jo' 


2 smxfo 

X 


Solutie. Se dezvolta integrantul in serie de puteri in jurul lui 0, se 
integreaza termen cu termen §i se aproximeaza seria alternate rezultata 


2 SIM 


X 


dx = E 


(-if 


n> 0 


( 2 n + l)!( 2 n + l) 2 2n+1 ’ 


17. ft \*Q±*ldx 


□ 


Solutie. Se procedeaza analog; rezulta : 


L 


§ ln(l + x) 


x 


dx = E 


(-1 )■ 


n —1 


n> 1 


n 2 2 n 


18. j} dx 


□ 


Solutie. Analog, se ob^ine: 

fi ajctg . vp (- 1 )" 

Jo x " (2n + l) 2 3 2n+1 

□ 
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1S - Io e ~ x2(ix 


Soluble. Analog, rezulta : 



(~l) n 

n!(2n + 1) ‘ 


□ 

Sa se arate ca funcijiile urmatoare sunt dezvoltabile in serie de puteri 
§i sa se gaseasca aceasta dezvoltare, specificandu-se intervalul in care 
este valabila : 

20 . f(x) = in , -1 < x < 1 

Solufie. Deoarece f'(x) = = (1 - x 2 ) -1 ,pentru |xj < 1 

rezulta ca f' este o func^ie binomiala , deci dezvoltabila in serie de 
puteri. Inlocuind in dezvoltarea func^iei binomiale pe x cu — t 2 §i pe 
a cu - 1 , ob^inem 

^ = l + t 2 + 1 4 ■ + ... + t 2n + ..pentru jtj < 1 

care prin integrare termen cu termen pe intervalul [ 0 , xj,cu |x| < l.da 

f - oo x 2n+l 

Inw^f = 7 --pentru ]x! < 1 □ 

n=0 

2L f( x ) = x^+ 3 5 x +6 ^ e R \ { - 2, -3} 

Soluble. Descompunand func^ia data in frac^ii simple,ob^inem: 

3s __9_6_ 

x 2 -r5x+6 x-f3 x+2 

Folosind dezvoltarea func^iei binomiale deducem ca : 

CO ^ yi 

its = 3 (i + S) _1 = 3 52(- 1 ) n fj> P entru !*i < 3 

71=0 

-Ai = -3 (1 + 1 ) _1 = pentru |s| < 2 

n=0 

Adunand aceste doua dezvoltari, obtjinem: 

ZTfk+z = 3^(-l )" +1 - Jj) x n .. pentru |x| < 2 □ 

n=0 V 7 


22. /(x) = / 0 x ^*,xe[-l,l] 
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Solute. Functjia g(t) = arc t ^ - este continua , deci are primitiva , adica 
3G derivabila astfel incat G'{t) = g{t) 

Avem f'(x) = £ (/* s^dt) = £(G(x) - G(0)) = <?(x) - ff(0) = 
= <?(*) = 9(x) = ^ 


oo 


Fie h(x) = arctgx =$► h'(x) = = ^(—l) n x 2n =! 

72,= 0 

°o 2n-{-l 

ftW = 7.MS1 

n —0 


277. + 1 


oo 


Atunci g(x) = ^(-l) n 


x 


2 n 


71 = 0 


2n 4* 1 


, |x| < 1 


°° f2n 

Deci f(x) = Jq g{t)dt = /* ^~^ n ^Ti dt = 


71=0 

oc 


°° px ±2 n °° 

■5 ‘-d ^ ■ 5 Hr 




2n+l 


(2n + l) 2 


, |x| < 1 


□ 


23. Dezvolta^i in serie de puteri fundjiile f{x) = arcsinx. 

Solufie. Func^ia / e de clasa C°° pe (—1,1) §i derivata sa f(x) = 
^==5 e dezvoltabila in serie de puteri cu raza 1. 

Stim ca V* € (-1,1), = 1 + V = 


OO 


V1+* ' 2 • 4 •... (2n) 

\n (2n)! .,*0? 

2' T ~ 

n=0 


_ V^/_-|\n_vf^b_ n V"V -i\n ^2n n 

^ 2 2ra (n!) 2 ' ^ 4 n 

n=0 v 7 n=0 


oo 


rm 

*■ - 0 -, = 

vi—x 2 ✓ 4 n 

n=0 


co 


/~1Tl 

„2n+l 


arc-sin x = > —-x 

^( 2 n + l)4 r 

n=0 x 


□ 


24. Sa se arate ca func^ia f(x) = In ^^ 2 x+2 > x ^ ^ este dezvoltabila in 
serie Taylor intr-un interval ce confine in interior punctul x = — 1 §i sa 
se determine aceasta dezvoltare §i intervalul pe care ea este valabila . 

Solutie. Avem f{x) = = - 2 ^ + S+ 2 » g € R 

OO 

Deoarece = ^(~l) n (^+ l) 2n , pentru —2 < x < 0 rezulta ca 

n =0 

func^ia f este dezvoltabila in serie Taylor pe intervalul (-2,0) si avem 

OO 

f{x) = 2^(-I) n+1 ^ + 1) 2 ” +1 

n =0 
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Inlocuind pe x cu t §i integrand intre -1 §i x, pentru Vx E (—2,0) 
obtjinem: 

n=0 

Aceasta dezvoltare este valabila §i in punctele x = 0,x = — 2 . caci 
inlocuind pe x cu aceste valori in seria Taylor a func^iei date se ob^ine 
o serie alternate convergenta . Deci, func$ia data este dezvoltabila in 
serie Taylor in intervalul [-2,0] §i dezvoltarea ei dupa puterile func^iei 
x + 1 este de forma (*). □ 

25. Sa se arate ca func^ia f(x) = ^3 >. x e 1R\ {§} este dezvoltabila in 
serie Taylor intr-un interval ce contine in interior punctul x = 1 §i sa 
se determine aceasta dezvoltare. specincandu-se intervalul pe care ea 
este valabila . 

Solutie. Avem jjtj = = jjjripi = ~ i- 2 ( 1 ,-i ) = 

00 

= -^2 n {x — l) n , pentru \x - 1 ] < l,adica 0 < x < 2 □ 

n=0 


26. Sa se dezvolte in serie de puteri urmatoarele func^ii, cu bazele indicate 
in paranteze: 

a) cos 2 x [x — j) 



Solutie. a) Notam x — | = y ==$■ x = y + f 

Atunci cos 2 ! = l+ T^ = . 1 +c ° s U' i ' 2i, ) = = 1-1. 


. (MEl = l _ I . V(-i)» . 22 " +1 . ( x - -)" 

2J V (2n + 1)! 2 2 2J ) (2n + l)! l J 


b) Notam 


I-j-X 


= y 


X = 


1-3/ 


Vl-fa: 


(2n + l)i 

= y(\/i - y ) _1 = 


= 2/(1 - y) 5 = y 


1 + H X ) E- ( I ^ ( y) 


n>l 


X , y> (2n — 1)!! f x \ 

1 ' n!2 n \ m -{-1 y 

n>i v 7 


n+1 


□ 


3.4 Probleme propuse 


Sa se determine mul^irnea de convergent^ §i suma seriilor: 
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OC 


1. 5>ir +i ^-. 

*■—' n 

n =1 

R: Mul^imea de convergent este (-1,1] §i suma f(x) = ln(l + x) 

CO 

2. y^(n + l)(n 4- 2)(n -f Z)x n 

71=0 

R: (-1,1), f(x) = 


OO 


3. 

n=l 


_ X 3 -r4x 2 -rX 


R: (-1,1), /(X) = 


4. Gasi^i intervalele de convergent §i razele de convergent ale urmatoarelor 
serii: 


OO 


OC 


OO 




* «») Efe)- 1 *"; c) 

R: a)i? = 2;b) i? — 4;c) R = e 

Sa se determine mul^imea de convergent pentru urmatoarele serii de 
puteri: 


OO 

s. y-i~ 

7l\x n 

71=1 

R: 1R\{0} 


2 n 4- 3 n 


«• D. 

71=1 

R: (-3,3) 

CO 

7. 

71=1 

R: (-1,1) 


OO 


1 • 5 • 9 •... (4n — 3) „ 

X 


8. V- - - 

-7-11 . 


^3-7-11 • ...(4n- 1) 

n=l v 

R: [-1,1) 


OO 


9. V4t'X-2) n 
E-J n 2 4-1' ; 

n=l 


R: [1,3) 
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10. Sa se afle suma seriei 


oo 


E 


3n 3 - n 2 + 1 
n! 


cu ajutorul seriilor de puteri. 


R: Se serie ca suma de 3 serii §i se folose§te dezvoltarea lui e 1 in serie 
de puteri. Suma este 14e. 

Sa se calculeze urmatoareie limite cu ajutorul dezvoltarilor limitate: 


11. lim 


VlTz 2 — 1 


x—>0 X* 


R:| 


12. lim 

x —>0 


y —2x _t_ q2x __ 2 


X 4 


R: 4 


\/Ppx + \/l — x — 2 

13. lim- 


x —>0 

R. 

rt. 9 


X‘ 


14. Sa se gaseasca sinl° cu 5 zecimale exacte. 

R: 0,01744 

Sa se arate ca func^iile urmatoare sunt dezvoltabile in serie de puteri 
§i sa se gaseasca aceasta dezvcltare.specificandu-se intervalul in care 
ea este valabila : 


15. f(x) = ln(l — x 4- x 2 ),x G R 

\n— 1 


00 ( _1 \w—1 

R; /(*) = E lj ^— ( x3n - *")> i*i s 1 

71=1 


16 - m= (x ^ r 3) ; ^eR\{l,2} 


oo r 


R: f(x) = 


n=0 


3 — 3 n 


2 n+ 


x n , \x\ < 1 


17. f( x ) = (1 + e 1 ) 3 ,x G R 

OO n 

R: f(x) = 8 + V(3 + 2 n + -oo < x < +oc 

n =l n ' 

18. /(z) = sin 3 x, x G R 

°° qn _ 1 

R: f( x ) = |^^~ 1 ) n+1 ' (2 n+ l )! x2n+1) ~ OQ < s < +°° 



78 


CAPIT0LUL3. SERIIDE PUTERI 


19. /(*) = / 0 ’^dt,se[-i,i] 


oo 


r= /(*)=D- 1 )” 

n=0 


X 


,71+1 


(n + 1) : 


:,N<1 


20. Sa se arate ca functia f(x) = \nx,x > 0 este dezvoltabila in serie 
Taylor intr-un interval ce confine in interior punctul x = 2 §i sa se 
determine aceasta dezvoltare,specificandu-se intervalul pe care ea este 
valabila . 

( r _ 7i+i 

R: /(*) = <x ^ 4 

21. Sa se dezvolte in serie de puteri func^iile urmatoare, cu bazele indicate 
in paxanteze: 

a) (* + 1) 

b ) (irf) 

OO 


R: a) + l)(x + l) n ,a; G (-2,0) 


n —0 
oo 


b) lnz = ]T 


71=1 L 


(-ir 


-i 


n 


1 — x' 
1 + x 


n 


,x € (0, oo) 



Capitolul 4 

Serii Fourier 


4.1 Noiiuni teoretice 

Definite 4.1. Fie H un spatiu vectorial (complex sau real); o aplicatie 

<. >: H x H i—► C (respectiv IR) 

se nume§te produs scalar daca pentru orice x, y,z E H §i orice a, d E C 
sunt adevarate rela^iile: 

i. <ax + (3y,z>= a <x,z> + (3 <y,z>; 

ii. < x,y >= <y,x>; 

iii. < x, x > > 0; 

iv. < x, x > = 0 <=> x = 0. 

Perechea (H, <, >) se nume§te spatiu cu produs scalar. 

Aplica^ia jj jj : H i—► H, jj x f|= x7x~> este norma pe H §i verified, 

inegalitatea lui Schwarz: 

I <x,y > I < jj x HII y H, Vx.yeH. 

Reciproc, un spatiu normat (if, || ||) este spatiu cu produs scalar daca §i 
numai daca este verificata legea paralelogramului: 

\\x + y\\ 2 + \\x-y || 2 = 2 (|| x |j 2 + jj y || 2 ) ,Vx,ye H. 

Spa^iul (H, <, >) se nume§te spatiu Hilbert daca orice §ir Cauchy este 
convergent (spatiul normat ( H , || \\) este complet). 

In cele ce urmeaza (H, <, >) este un spatiu Hilbert. 

Exemplul 4.1. Spatiul Banach € n (cu norma euclidiana ) este spatiu 
Hilbert cu produsul scalar: 


n 

<x,y 

i=i 
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pentru orice x = (xi, x%,x n ) §i y = (yi, y-2, •••? Vn ) vectori din € n . Analog 
§i pentru R n . 

Exemplul 4.2. Spa^iul Banach, al §irurilor de patrat sumabil, 
i 2 {N) = {x : N C\ ^ |x(n)| 2 < 00 } 

neN 


este spa^iu Hilbert cu produsul scalar: 

< x,y >= ^ x ( n M n )’ 

n€N 

pentru orice §iruri x,y G £ 2 (N). Analog §i pentru spa^iul girurilor bilaterale 
(definite pe Z), t\Z). 

Defini^ia 4.2. Doi vectori x,y £ H se numesc ortogonali (sau perpen¬ 
dicular!; notam x _L y) daca < x, y >= 0. Ortogonalul unei mul^imi nevide 
M C H este, prin definite, multjimea (subspalpul inchis) 

M 1 = {x G H | x ± y, Vy G M}. 

Teorema 4.1. (Teorema proiecftei) Fie H un spavin Hilbert §i fie M C H 
0 muliime nevida , inchisa §i convexa . Atunci exista un unic vector xm € M 
astfel meat 

II X M ||= inffli x || | x G M). 

O consecin^a importanta este generalizarea descompunerii dupa direc^ii 
perpendiculare din geometria euclidiana : 

Teorema 4.2. (Descompunerea ortogonala ) Fie K C un subspajiu 
inchis §i fie ortogonalul sau. Atunci, pentru vector x G H exista ( §i 
sunt unici) y G K §i z G K 1 astfel incat x = y + z. 

Defini^ia 4.3. Fie H un spatjiu Hilbert; o submultjime B — se 

nume§te baza ortonormala in H daca : 

i. < £i,£j >= Sij (simbolul lui Kronecker). Vi, j G J; 

ii. subspa^iul vectorial generat de B este dens in H. 

Defini^ia 4.4. Spa^iul Hilbert H se nume§te separabil daca admite baze 
ortonormale cel mult numarabile. 

In continuare vom considera numai spa$ii Hilbert separabile. 

Defini^ia 4.5. Fie H un spa^iu Hilbert (separabil), fie B = {£ n }ne.v 0 
baza ortonormala (fixata ) §i fie x G H un vector fixat; coeficien^ii Fourier 
ai lui x (in baza B) sunt x n =< x,e n >,Vn G N, iar seria J2neN x n £ n se 
nume§te seria Fourier asociata lui x. Aplica^ia 

H 3 x^ (x„)„ e f(N) 

se nume§te transformarea Fourier (pe spapul H). 



4.1. NOTIUNI TEORETICE 


Proprieta^ile seriei Fourier 

i. Pentru orice x 6 H, seria Fourier asociata , J2neN %n£n, converge la x: 

ii. j| x || 2 = J2n€N l^nl 2 (identitatea lui Parseval); 

iii. transformarea Fourier este un izomorfism (izometric) de spa^ii Hilben. 


Serii trigonometrice 

Un caz particular remarcabil de serie Fourier este seria trigonometrica . 
Consideram spa^iul Hilbert al funcipilor periodice (de perioada 27r) de patrat 
integrabil: 

n 2tt 

L 2 [ 0, 27t] = {/ : [0, 27t] C | / m&surabila §i / \f(t)\ 2 dt < oo}. 

Jo 

Produsul scalar este 

< ^ 9 >= hJ 0 


iar norma || / !| 2 = \J ^ |/(t)| 2 rft. 

Pentru orice n £ Z, fie u> n (t) = e mt . Un rezultat clasic de analiza afirma ca 
mul^imea (sistemul trigonometric) B = {io n | n € Z} este baza ortonormala 
in L 2 [0, 27 t]. Pentru orice functjie / € L 2 \ 0, 2tt] , coeficientjii Fourier ( in 
raport cu baza fixata mai sus), sunt 

^ 1 

In =< /,w n >= 2^ f{t)e~ mt dt,Vn £ Z, 


iar seria Fourier (sau seria trigonometrica) asociata func^iei / este ^]/ n w n ; 




n 

sumele par^iale ale seriei, P n = ^ fk^ki se numesc polinoame trigono- 

k=—n 

metrice §i lim P n = f in spa$iul L 2 [ 0. 2tt], sau, echivalent: 

oc 


lim || P n — f h= 0. 


Identitatea lui Parseval devine in acest caz: 


JL / 27r 

27r J 0 


i m 


i2 


* =1! /111= £ l/«l 

nEZ 


Folosind egalitatea e int = cos nt + i sin nt, Vt € P, seria Fourier asociata 
func^iei / se poate scrie sub forma: 


oo 

"2 


oc 

4- J^(a n cosnt -I- b n smnt ), 
n=l 
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unde coeficien^ii trigonometrici (clasici) a n §i b n sunt: 

f*27r 


i r n 

a n = — / f(t)cosntdt, Vn > 0, 
ft J o 

1 /' 27r 

b n = — / f(t)smntdt , Vn > 1. 

7T Jo 


Legatura dintre coeficien^ii / n , a n §i b n este: 

Q’O T' — ibn T a n F ib n 

Jo — ~2"i jn — 2 > J~ n ~ 2 ’ Vn — 1 , 2 ,... 

Lema lui Riemann afirma ca daca func^ia / este integrabila , atunci: 


lim a n = lim b n — 0. 

n—»oo n—*oc 

In legatura cu convergent a punctuala a seriei Fourier, are loc urmatorul 
rezultat clasic: 


Teorema 4.3. (Teorema lui Dirichlet) Daca / : R h> R este o funcfie 
periodica de perioada 2n, masurabild, marginita , avand cel mult un numar 
finit de discontinuitafi de spe^a intdi §i avand derivate laterale in orice punct, 
atunci seria Fourier asociatd funcftei f converge in fiecare punct x € IR la 

\{f(x + 0) + f(x-0)). 

In particular, daca funcfia f este continua ( §i verified celelalte ipoteze din 
teorema lui Dirichlet), odunci are loc descompunerea: 


OO 


f(t) = — + ^(a n cos nt + b n si nnt). 

n~l 


Condi^ii suficiente pentru convergent uniforma a seriei Fourier sunt date 
in teorema urmatoare: 


Teorema 4.4. (Convergenfa uniforma a seriei Fourier) Daca f : 
R i—> C este o funefie continua , de clasa C 1 pe porfiuni §i periodica de 
perioada 2tt. atunci seria sa Fourier este absolut §i uniform convergenta , 
iar surna este f. 

Numarul ^ ^ J Q 27r f{x)dx este media semnalului /, primul termen 

a\ cos x + 6i sin x 


este oscila^ia principals ( in jurul valorii medii), iar termenul 


a n cos nt + b n sin nt, n > 2 
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este armonica de ordinul n a fun ctjiei /., Peri oada armonicei de ordinul n 
este 2s, iar amplitudinea A n — A/|a n | 2 4- |6 n j 2 ; conform lemei lui Riemann 
rezulta lim A n — 0. 

n—> cc 

In cazul in care func^ia / are perioada T = 2^, (^ > 0), atunci toate 
rezultatele de mai sus sunt in continuare adevarate, cu adaptarile core- 
spunzatoare; baza ortonormala este 

{e n | n € Z}, cu e n {x) = , 


iar coeficien^ii Fourier sunt: 


fn = 


i r 2e 

si. 


y/i j. 

i dx.Vn E Z. 


1 ,, v mrx . n „ 

a n = - / f{x)cos-g-dx, ¥71 = 0 , 1 , 2 ,.... 

1 r 2 * 
bn = ij 


. mrx , _ 

sin—, Vn = 1.2,... 


Teorema lui Dirichlet se scrie: 


OO 

1 / _/ p/ &0 ( ThTTX _ . 9T7TX'\ 

2 (/(» + 0) + f(x - 0)) = — + 22 ( a « cos — + b n sm — j = 

Tb—l 


• nirx 

fne'-r , VieK. 

71 = —OO 

Identitatea iui Parseval devine in acest caz: 

l„ i2 i />2^ 

^ + E(W 2 + I 6 »I 2 ) = 7 / !/(*)l 2 dt - 

Evident, toate rezultatele de mai sus raman adevarate daca inlocuim inter- 
valul [0, 2£] cu orice alt interval de lungime 2f, de exemplu, [—£,£]. 

Serii de sinusuri §i cosinusuri 

Fie / : [0,f] ^ 1R, o func^ie integrabila §i fie / : H >-*■ 3R, periodica de 
perioada 21. definita prin: 

ff~\ _ / /(*> > xe&e] 

2 1 /(-z) , x e M,o) 

Daca functia / satisface conditiile teoremei lui Dirichlet, atunci, dezvoltand 
f in serie Fourier, rezulta : 

1 00 

-(/(z + 0) + /(x —0)) = y +^a n cos^^, Wxe (0,£), 



84 


CAPIT0LUL4. SERII FOURIER 


oc oo 

/(0 + 0) = 4- ^2 a n , f{i - 0) = — + Yx-iran, 

w n —1 n=l 

coeficien^ii a. n fiind coeficientii Fourier reali asocia^i func^iei /. 

Formula de mai sus se nume§te dezvoltarea in serie de cosiiiusuri a lui /. 
Analog, daca functia (impara ): 



x E [0J] 
x e (-A0) 


satisface condi^iile teoremei lui Dirichlet, atunci dezvoltarea in serie de si- 
nusuri a functjiei / este: 


+ 0) + f(x — 0)) = ^6 n sin^, Vx E (CU), 


coeficien^ii b n fiind coeficien^ii Fourier reali asocialji func^iei /. 


4.2 Probleme rezolvate 

Sa se dezvolte in serii Fourier funci;iile: 
1 . f{x) = X, pe (—7T, 7r) 


Solufte. Intrucat functia / e impara avem; 


a k = 0,k > 0, 

9 riz . 2 ^ —^ 

iar bk = - J 0 xsin kxdx = - i — t —, k > 0 (am integrat prin par^i, 
^inand cont ca sin kir = 0 §i coskn = (— l) k ) 

Prin urmare,Vx E R avem x = 2\^ -;-sinfcx 


« * 

4 _L i _ I _1_ 


Pentru x = \ se obtjine j — 1 — 5 + 5 — y -t-.. . 
2. fix) = 7 r 2 — x 2 , pe (—7r,7r) 


□ 


bolufte. Deoarece functia e para bk = 0, k > 0 


2 /‘ 7r 

<20 = — / (tt 2 — x 2 )dx = 

7T Jo 



2 r, o 2n 

o,k = — (7r — x ) cos Aixdx 

Jo 


A; 2 5 


A: > 0 
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(am integrat prin par$i) 


OO 


Atunci 7 r 2 - x 2 = ^ — cos kx 


k -1 


&=1 


A: 2 


Sunt mdeplinite condi^iile Teoremei 4.3, deci dezvoltarea e valabila 
pentru x E [—7r, tt] 

°° i i 

. V—' 1 7T^ 

Pentru x = tt se ob^me 2_^T2 ~ "F D 


A:=l 


3. 


,, v _ J 0:r ) daca X ^ ( -7r ! 0) 

^ \ bx , daca a- E [0,7r) 

Soluiie. clq = ± f* n f(x)dx = |(6 - o) 

a n = \ f(x) cos nxdx = J ^aa; cos nxdx + /J 1 ^ to cos nxdx'j 

b n = i /(a:) sin nzdz = ^ ^ J- n ax sin nxdx 4- ^ ax sin nxdx^j 

Calculand prin par^i urmatoarele doua integrate obtjinem 
f x cos nxdx = \x sin nx 4- \ cos nx 4- ci 

yJ To 71 

J x sin nxdx = — ^x cos nx+ sin nx + C 2 
unde ci,C 2 sunt constante de integrare. 

Avem 

J t cos ktdt = [1 — (—l) fe ], J tcos ktdt =—~[1 — (—l) k ] 

pO / rn 

j tsinktdt =isir 

J -tt k Jo 

a-b l-(-l) fc 


\k /* 7 T ( — l) k 

sin ktdt = —7r^—- 
i o « 


Ufc — 


7T 


k 2 


A = (a + b) 


(~i) 

A: 


A:—1 


Se observa ca avem 

2(a - 6) 

fl2n-l = 


1 


7r (2n — l) 2 
Seria Fourier a functjiei f(i) este 


, 0/2 n — 0, n — 1,2.3, 


m = 


a — b 2 (a — b) ^cos(2n — l)t 


oc 


-7T + 


7T 


n=1 v J n=l 


sinnt 


n 


Observa^ia 4.1. Din aceasta dezvoltare putem calcula suma seriei 


numerice 


2_\j7 - Y 2 care es ^ e convergenta . Intr-adevar, func^ia 

n=l ^ lTl ' 
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f(t) este continua in punctul t = 0 §i, cf. Teoremei 4.3, suma seriei 
Fourier in punctul t = 0 este egala cu /(0). Avem astfel 

oc co - 2 

0 = /(0) = unde = J 

n=l v 1 n= 1 v ' 

□ 


0, t € 

/CO = { t + f, t 6 

—t + t £ 


-7r >-f] u [fri 
hf.o] 

[O.f] 


Solute. Func^ia / este para , deci b n = O.Vn > 1 
(ao — ^ fo — * [/q 2 (“^ d- §) dt 4- /| OdtJ = ~ T f^) /o = 


- 0 


a k = \ Jo 2 (~t -r |) cos ktdt + fn 0 cos ktdt = | • - c °j - fe - 2 - 


00 1 — cos n? 


— cos nt □ 


n* 


Seria Fourier a func^iei date este f(t) = f + 

71=1 

5. /(a?) = e ttI ,a^ 0. pe (—7r, 7r) 


Solufie. ao = \ f^ n e ax dx = ^sha7r 

a n = ^ cosnxdx = (—l) n ^• ^ 5^2 •sha7r(am integrat prin par^i) 

b n = £ e ax sin nxdx = (—l) n_1 ^ • • sha7r(am integrat prin 

par^i) 

(-0 n 


Atunci e ax = i • sha7r 


6. /(a;) = jx|, pe [-7r,7r 


OO 

2a a ,2 _|_ n 2 

n=l 


(a cos nx — n sin nx) 


U 


Solutye. f este para , deci b n = 0, Vn > 1 
ao = | /J 7 a?dx - 7r 

a n = ^ Jq x cos nxdx = ^?[(—l) n — l](am integrat prin pari;i) 

Deci b| = s - 4 f- cos(2n-l)x 
11 2 (2n -1) 2 


7. /(x) = | sinxj, pe (—7r, tt] 
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Soluble, f este para , deci b n = 0 ,Vn > 1 
Avem ao = f Jq sin xdx = £ 


2 r l r 

a n = — sinxcos nxdx = — / [sin(n + l)x + sin(l — n)x]dx = 

ft Jo ft Jo 

1 f (-l) n + l (-l ) 71 " 1 - 1 1 _ 2 (~l) n + 1 _ 4 1 

7 r n+l n — 1 7 r 1 — n 2 7 rl — 4n 2 


pentru n = par 


Atunci ! sinxi = 


_ 2 , 

7T 7rZ-/ 1 _ 


cos 2nx 


m 


cos x , daca — 7 r < x < —<p, ip < x < tv 
cos (p, daca — <p < x < <p 


Solufte. f este para , deci b n = 0 , Vn > 1 


2 f 7r 2 [V 

a n = — / /(x) cos nxdx = — / cos 99 cos nxdx- 
ft Jo ft Jo 

2 f* ,2 cos 9 ? sin mp 

H— / cos x cos nxax =- 

7T 7T n 

2 rsin(n + l)<£ sin(n — 1 ) 9 ? 

7 r _ 2 (n + 1 ) 2 (n — 1 ) 

1 j"sin(n + 1 ) 9 ? sin(n — l)<p 

7 T _ n(n + 1 ) n(n — 1 ) 


Expresia e nedeterminata pentru n = 0 §i n = 1. 

Avem ao = ^ / 0 V cos <pdx + ~ f* cos xdx = ^ [9 0 cos 9 0 — sin 9 0 } 

2 r . 2 r 2 , 

a\ = — / cos 9 ? • cos xax -}— / cos xdx — 
ft Jo ft Jtp 

2 r . 1 , , 1 . . 1 r . , 

= - ism 9? • cos 9? + - (7T — 9?) — - sm 2 <p\ = - [it — 9? + sm (p • cos p>\ 


fix) = — (9 0 cos <p — sin <p) + — ( 7 r — 90 + sin 9 P • cos 9 ?) cos x+ 

7T 7T 


COS TLX 


1 ^ sin(n + 1 ) 9 ? sin(n — 1 ) 9 ? 
ft _r, . n(n+l) n(n — 1 ) 
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9. Sa se dezvolte in serie de sinusuri func^ia f(x) = ^ definita in inter- 
valul (0,1). 

Solufie. Prelungim func^ia f impar fa$a de origine 

{ 1, daca 0 < x < l 
0, daca x = 0 
-1, daca. -I < x < 0 

Calculam coeficien^ii Fourier ai acestei func£ii periodice impare definite 
pe intervalul (-1,1): 

a n = 0, Vn > 0 

"l 0 1/1 \n f 4 l 


2 l-(-l) n 


. 2 r . . n7 tx . 2 

b n = - / l-sm ——ax = - 
l Jo l n 

Atunci f{x) = | T/ sin ( 2n + 

n=0 


daca n = 2/s + 1 


= J 7T 2n+l ’ 

\ 0, daca, n = 2k 


□ 


10 . Sa se dezvolte in serie de cosinusuri func^ia 

f( v _ J sinas 4 - cos as, daca 0 < x < J 
J ^ \ sin a; - cos a;, daca | < x < n 

Solufte. Observam ca 

fi(x ) = sin x + cos x = \/2 sin ^a: + ^J 

/ 2 (x) = sin a: — cos a: = \/ 2 sin 
Deci /i(a:) = f 2 (x + f) 

De aceea dezvoltarea in serie de cosinusuri a functaei / coincide cu 
dezvoltaxea in serie de cosinusuri a functaei fi definita pe intervalul 

(o, 5). 

Prelungim func^ia fi par fa^a de origine §i obt-inem coeficientjii Fourier: 
b n = 0, Vn > 1 

fl o = ^ /o' sin(a; + f )dx = £ 

a n = /o' sin(x + £) cos 2 nxdx = £ = 

_ / daca n = 2k 


0 , 


daca n = 2k + 1 


OO 


. . , d ov—v cos4nx 

Atunci m = i + lYllZ 

71=1 


16 n 2 


□ 
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11. Sa se dezvolte func^ia /(x) = cos ax dupa sinusuri in intervalul ' 0 . 

fl 7^ 0. 


Solufie. Se prelunge§te prin imparitate in intervalul (— 7 r. 0 ). 

Avem b n = ^ cos ax sin nxdx =■ £ J^fsh^a + n)x 4 - sin(rc — a)x)dx 

Pentru |a| = n ==> b n = O.Pentru |a| ^ n ==> b n = ^ • — 2 zr a i • 

•[1 - (—l) n cosa7r] 


Daca |a| nu e natural, atunci & 2 /C -1 - 7 r [( 2 2 fe- fc l) 2 -a s ] ( 1 + C0S a7r ) §* 
62 * = 7r ( 4 fcii fc , Q 2 ) (1 - cosa 7 r), A: € IN astfel ca 

~ 2fc - 1 

= £ (1 + C0S a7r )2J (2fe-l)2-Q2 Sill ( 2fc “ 1 ) ;r+ 


cos ax 


oo 


2k 


+ 1 ( 1 -cos 


sin 2 fcx 


fc=i 


Daca a = 2m, atunci b 2 fc-i = > & 2 fe = 0 §1 

~ 2 fc -1 

cos 2 mx = ^ ? 2 kZ i) 2 ~ - 4 m 2 ~ sin ( 2A: ” e IM 

/c=l' ' 


Daca a = 2m - 1 , atunci i> 2 fc-i = 0, b 2 k - 3 1 

00 k 

cos( 2 m - l)x = i 2 J 4 ) i: 2 -( 2 m -i) 2 sin2fa ’ 1 € ' 0),r ) 


□ 


12 . Sa se dezvolte in serie Fourier /(x) = 10 — x in (5,15) 
Soluble, ao = i J 5 15 ( 10 — x)dx = 0 


1 f „ . n7rx . 

a n — - I (10 — x) cos —-—dx 
o 75 D 

1 f 15 . 

+ - / Sll 


1 


a. / . TT^TT 3? ,i c 

— (lO-x)sm— /£ + 
ri7T 0 


n7T£ _ 

sin ——ax = 0 


sm ——dx = - (10 — x) cos ——/ 5 

5 n. 7 r o 


i r 10 

&n = g j (10 - ®) Si 

1 f 15 rwrx . . n 10 

-/ cos-dx = (— 1 ) — 

utt 5 rm 


T17TX 


15 


Atunci f{x) - ip^(-l) n isin 

Th 


n kx 


□ 


5 
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13. Sa se demonstreze formula: 

7r — x x~~\ sm nx 


= V*€(0,2,). 


n>I 


Soluble. Fie /(x) = x 6 [0 , 2tt), prelungita prin periodicitate la 
]R; calculam coeficienfii Fourier: 


1 f^TT-X, if x 2 ' 
ao = — / —-— ax = — i 7 rx —— 

7T Jo 


2 2tt 

1 f 2lT ‘-TT — X 


27T 


= 0 . 


&7I. - 


(tt - x) sinnx 


2ri7r 


tt Jo 

27T 

0 


2 

i r 2 « 
2n?r J 0 


1 f 2 * 7T — X . 

~ 

TT Jo ^ 


cos nx dx = 
sin nx dx = 0, V n > 1. 
sin nx dx = 


—(7T — x) cosnx | 27r 1 [ 2 ™ 


2nn 


2n7r Jo 


cos nxdx = —. Vn > 1. 
n' 


Aplicand teorema lui Dirichlet, rezulta : 

tt — x sin nx 


-, Vx 6 (0,2tt). 

m 


2 n 

n>l 


In punctele x = 0 §i x = 2-7T func^ia f nu este continua ; in aceste 
puncte seria trigonometries, asociata ei are suma 0. □ 


14. Sa se demonstreze egalitatea: 

sin 2 nx 


E 

n> 1 


2 n 


7T X 

4 “ 2 


, Vx G (0 ,tt). 


Solujie. Din formula: 

tt — x 


= E 


sm nx 


2 n 

n>l 


, Vx € (0, 27 t), 


demonstrata in exerciljiul precedent, inlocuind pe x cu 2x, rezulta iden- 
titatea: 

7r — 2x v— ^ sin 2nx ,, _ 

= 23—, Vie ( 0 ,tt). 


2 n 

72>1 


Imparpnd acum cu 2, rezulta egalitatea ceruta . 


□ 
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15. Sa se demonstreze identita^ile: 


E 


sin(2n — l)x 
2n — 1 


— , Vx' 6 (0,7r) 


E 


sin(2n — l)x 
2n — 1 


Sa se calculeze apoi suma seriel: 


-j, Vx 6 ( 7T, 0). 


1 1 1 
— _j_ — — — _j_ — 

57 11 13 


Soluble. Pentru prima identitate se scad membru cu membru cele doua 
egalitatji demonstrate in exercitjiile precedente; a doua identitate rezulta 
din prima §i din imparitatea func^iei sinus. Pentru a calcula suma se- 
riei numerice date, se ia x = | in prima egalitate §i obtjinem: 


7T 

4 


= E 

ri> 1 


sin 


(271—1)77 


2n — 1 


de unde rezulta : 1 — l ^ — ... = 2L ^. 


□ 


16. ( Fenomenul Gibbs) In jurul unui punct de discontinuitate al unei 
func^ii date, seria Fourier asociata ei converge doar punctual (nu neaparat 
uniform). Acest fapt conduce la un defect de convergent (aparent 
paradox) al §irului sumelor parfiale asociat seriei trigonometrice date, 
numit fenomenul Gibbs. Dam in continuare un exemplu in acest sens. 
Consideram restricts func^iei signum la intervalul (—7r,7r), 

( -1 , x e ( 7r, o) 

sgn : (—7r,7r) 1R, sgn(x) = < 0 , x — 0 

[ 1 , x G (0,7r) 


In exercifiul anterior s-a demonstrat egalitatea: 


. . 4 —\ sin(2n — l)x .. 

sgn(x) = - > -r-r-, Va: 

71 


n> 1 


2 n —1 


(—7T, 7r). 


Notam cu S n §irul sumelor par^iale: 


k=1 


2k- 1 
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In punctul z = 0 funcfia sgn nu este continua ; seria sa Fourier con¬ 
verge (conform teoremei lui Dirichlet) la | (-1 + 1 ) = 0 = sgn(O); 
convergent lim S n (x) = sgn(z), Vz € (— 7 r, 7 r) este punctuala , nu §i 

n —>-oo 

uniforma . 

a. Sa se demonstreze egalitatea: 


, \ 2 P sin 2 nt , , 

S n (x) = - / — 7 ——dt, Vx E (—tt, 7r). 

7T Jo Sint 

b. Sa se arate ca func^ia S n are un maxim in punctul x = 5? : 

UrnSn (£-)-! r^ dt «i,1789. 

n-*oo \ 2 nJ n Jo t 

c. Sa se calculeze 


lim 

n —>oo 


(£) - sgn(0+) 


Soluble, a. Calculam mai intai suma 

A = cosz 4 - cos3z + ... + cos(2 n — l)z, Vx ^ & 7 T, k G Z. 

Pentru aceasta, consideram §i suma B — sin z-Fsiri 3z+...+sin( 2 n— l)z 
§i calculam: 

A + iB = 


= (cos z-H sin z)+(cos3z+i sin 3z)+...+(cos(2n—l)z+isin(2n— l)x) = 



unde am notat 2 = cosz + i sin z. Dupa calcule, rezulta : 


. . _ sm tlx , . . . 

A + iB = —-(cos nx 4-1 sm nx ), 

smz 

§i deci: 

/n . sin 2 nx .. . , 7 _ 

cosz -f cos3z + ... + cos(2n - l)x = - -, Vz + kn. k € Z. 

2 sm z 

Integrand de la 0 la z, rezulta : 

sin( 2 fc — l)z f x sin 2 nt 
£+ 2k ~ 1 Jo 2 si nt 

sau ; inmulfind cu 

2 f x sin 2 nt . w , . 

5 n (z) = — / ;—— dt. Vz € (— 7T. 7 r). 

it Jo sin t ' 
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b. Din cele demonstrate la punctui precedent rezulta ca 


S'„(x) = 


2 sin 2 nx 


7r since 


§i deci ^ este punct critic al lui S n \ intr-o vecinatate a lui ^ avem: 

—. v 2 sin 2 nx . 7r 

' Trsinx ’ 2n 

. . 2 sin 2nz 7 r 

S. I = —r—- < 0, IT > —. 

7r sm a: in 

Rezulta ca x = ^ este punct de maxim al func^iei S n . 

Calculam acum: 


M: 


/ 7r \ 2 / , 2 t» sin2nt 


dt = 


n/ 7r 


2 f* sinu du _ 1 /' 7r sinu 
* Jo Sin(^) 2n _ n J 0 sin (£) 


Rezulta : 


lim 5 n (4~) = ~ T —^ 

n—>cc \2 nJ 7T J o u 


Ultima integraa se aproximeaza dezvoltand funefia sinus in serie de 
puteri: 


/ / 

’0 « Jo 


Y' (~ 1 ) n _2r>-2 


du = 


-E 


(-i) n 

(2n — l)!(2n — 1) 


^ = £ 


( —l) n 7T 2n 1 

(2n — l)!(2n — 1) 


Seria fund alternate , eroarea este mai mica decat primul termen negli- 
jat. Cu o eroare mai mica decat 10 , se obfine 


lim S n — 

n—>00 \ZU 


1,1789. 


c. Rezulta : lim S n f—-) — sgn(0+) ~ 0,1789. 

n —>oc \ 2 nJ 

17. Sa se dezvolte in serie Fourier funefia f(x) = 2 + j- QS x pe R 


Soluble, f e para , deci bk = 0, k > 0 


2 r 

ao = ~ / 


tt Jo 2 + cos z ^3 


(s-a facut schimbarea de variabila tg f —t) 
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OO 


Fie f(x) = f + cos nx (1) 

n=l 

Inmul$im ambii membri ai egalita^ii (1) cu 2(2 4- cosx) §i ob^inem: 


OO 


OO 


2 = 2ao 4- ao cos x + 4 ^ a n cos nx 4- ^ 2a n cos x cos nx 


71=1 


n— 1 


oo 


2 = 2ao 4- ao cos x 4- 4 ^ a n cos nx+ 


n=1 


OO 


4- ^ o n [cos(n + l)x 4- cos(n — l)zj 

71=1 


Funcljia g(x) = 2 poate fi considerate ca o func^ie para , deci dezvolta- 
bila in serie Fourier de cosinusuri pe toata axa reala . Tinand seama 
de egalitatea a doua serii Fourier obtinem: 

2 = 2ao “I - &i 

0 = ao 4- 4ai + 0,2 
0 = 4a& 4- 0 ^ 4.1 4- dk-i 

(k = 1 , 2 ,...) 

Sirul o,k este un §ir ce verifies, relatjia de recurentja lineara 

dk ~ — df~-2 

cu a 0 = ^ = §i ai = 2 - 2a 0 = 6 ~g V ^ 

Ecua^ia caracteristica ata§ata este r 2 4 - 4r + 1 = 0 cu soluble 
T\ — — 2 4 - \/ 3 ; T2 — —2 — \/3 

Atunci dk = ci(—2 — \/3) fc 4- C 2(—2 4- \/3) fc , constantele ci,C 2 deter- 
minandu-se din ao §i d\. Deci ob^inem sistemul: 

2\/3 

C 1 + C 2 = — 

Cj(—2 - V3) + c 2 {—2 + V3) = —J-— 

A§adar, ci = 0 §i C 2 = pp 

a/c va fi de forma a*; = ^p(\/3 — 2 ) fc 
_ 0 ° 

Deci f(x) = y + ^jp • y~^(\/3 — 2) n cosnz □ 

n=l 
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18. Sa se dezvolte in serie Fourier func^ia f(x) = ln(2 + cos a;) 


Solufie. Prin derivare obijinem 


f'(x) = 


sin a; 

2 + cos x 


Cum f este o func$ie impara , ea este dezvoltabila in serie Fourier de 
sinusuri, adica 

CO 

— smx 
2 + cos x 


b n sin nx 


sau 


— sinx 


= ^ 2 b n sin nx + - ^ 6 n [sin(n 4- l)x + sin(n — l)x] 

n—1 n=l 


Tinand seama de egalitatea a doua serii Fourier obtinem 

-1 = 2 &! + l -h 

0 = 26fe + 1 + ^b k+ 1(*) 

Dar b! = -2/J' ff^dx = -f /“ (1+( ^f (( i +3) (ft (am fScut schim- 
barea t = tg |) 

Descornpunem in frac^ii simple §i ob^inem: 



At unci b 2 = -2 - 4&i = 2(7 - 4\/3) 

Ecua^ia caracteristica a §irului (*) este: 

t 2 + At + 1 = 0 

cu radaciniie t\ = —2 — \/3, t 2 — —2 + \/3 
Deci 

6* = ci(-2 - \/3) fc_1 + c 2 (—2 + TS)^ 1 
c\ §i c 2 determinandu-se din sistemul 


2(\/3 — 2) = C\ 4- C‘2 
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2(7 - 4V3) = - 2 (ci + pa) - \/3(ci + c 2 ) 
Soluble sistemului sunt c\ = 0 , c 2 = \/3 — 2 
Deci b k = 2{V3-2) k 
At unci avem 


smx 


OO 


2 + cos x 


= ^ 2(\/3 — 2 ) n sinnx 


72=1 


Integrand intre 0 §i x obtinem: 

. . 0 ^2(V3-2) n ^2(V3-2) n 

ln(2 + cos a:) — In 3 = 2^——-— -2_^—-— cos nx 


72=1 


71= 1 


Dar f;M^)! = _ ln( 3_V3) 

72=1 

°° C\ ( /o _ r)\n 

Atunci ln (2 + cos x) = In 3 — ln(3 — \/3) — V' —- — cos nx □ 

' n 
n=1 


19. Sa se calculeze: 


/•n 

Jo 


sinx 


lim n 2 , 
n-*oo j o n 3 -f x 


-dx 


Solute. Facem schimbarea de variabila x = nt in integrala 
b n = n 2 / 0 n Jgrdx §i ob^inem b n = fffidt 

Func^ia /(t) = y^g- e continue. pe [0,1] §i b n fiind coeficientul ei Fourier 
§i seria Fourier fiind convergenta , rezulta b n —» 0, cand n —» oo □ 


20. Sa se dezvolte in serie Fourier func^ia 

„, . 1 — a cos x , . _ 

fix) = -— --—o><i,2;eE,aGR 

1 - 2a cos x + or 

Soluble. Func^ia / e periodica de perioada 27r,derivabila pe IR, deci 
este dezvoltabila in serie Fourier pe ]R. 

Cum / e para =4* b n = 0 ; Vn > 1 

Avem a Q = A- -4 

Cu schimbarea e !I = z, intervalul [0. 27 t] se transforma in cercul 
\z\ = 1 , deci 


_ JL r 2 * 1 —acosx j 

-2acosx+a 2 


Uq 


= -/ 

4?ri J |*|=i 


az* — 2z 4 - a 


dz 


= i az 2 — z(l 4- a 2 ) + a z 
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Func^ia F(z) = z [az^-z(i+a^)+a} 3X6 interiorul domeniului \z\ = 1 
punctele singulare z = 0 z = a(|a| < 1) ca poli simpli. 

Deci qq = f\ z \ =1 z [ az %- z (i+a 2 )+a ] = |[R es (/>0) + Res(/, a)], unde 


Res (/, 0) = 


az 2 — 2 z + a 
az 2 — z( 1 + a 2 ) + a 


! z= 0 = 1 


az 2 - 2z + a a 2 - 1 

Res(/j &) — _ f In / — n - — 1 


<**(* - ^ 


a" 


A§adar ao = 1 


^ /’27T 1 — Ci COS 37 

o n + ife n = - / -— -:—« (cos nx + i sin nx)dx 

n J 0 1 — 2a cos x + a 2 


Facern schimbarea e lx = 2 §i ob^inem: 

(az 2 — 2 z -r a)z n ~ l 
= i az 2 + 2(1 + a 2 ) -f a 


a n + i b n 


= ±[ 

2 7T1 7u| =1 


dz = Res a , 


unde Res a = l2i!zM|l£rl/„ a = a » 

Rezulta a n -f i6 n = a n , deci a n = a n §i b n = 0. 

OO 

Atunci /(a?) = ^a n cosnx,# € 1R 

n=0 


□ 


21. Fie 0<u<l§i/:R—» H 27r-periodica astfel meat Vx E [—tt, 7r], 
f(x) = cos(ux). 

a) Calculate coeficient;ii Fourier ai lui /; 

2 u 


b) Calculate g(u) = —5-^ 

u 2 — Tl 2 


n> 1 


c) Vt E [0.1]. calcula^i J(t) = Jq g(u)du 

Solufie. a) f este func^ie para deci b n = 0, Vn > 1 

a n = ^ JJH cos(nx) cos (ux)du = ^ /^[cos^ + u)x + cos(n — u)x]du = 

_ 1 / sin(nH-^)?r _ sin(u-n)7r \ _ (-l) n-fl . 2 u , ; 

7T ^ n+it n—u y 7r n 2 —u 2 


Deoarece / e continua , de clasa C 1 , atunci seria sa Fourier converge 
uniform pe IR §i are suma /. Deci pentru x E [—tt, 7r], 

2 u 


( \ sin(Trti) , l ) n+1 

cos(ux) = -Jj-i + ^--- 


7l> 1 


n 


2 — u 2 


j • sin7ru ■ cos(nx) 
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b) Inlocuim x cu 7 r in formula §i ob^inem cos( 7 r u) — - 


sin? XU 


7 ru 


E 2 u 

n 2 — u 2 

n>l 


sin7 ru g(u)sm 7 ru . 

sin 7ru =-1-/ : sm itu =>• ctg 7m = 


7m 7T 

= ^ ^ = 7T • CtgTm - J 

c) g e continua pe ( 0 , 1 ) §i se prelunge§te prin continuitate in 0 prin 
9(0) = 0 

Daca a E ( 0 , t) putem scrie fl g(u)du = lim J ^ 7 r • ctg 7 m — — ^ du = 

— lim [In(sin 7m) — In u}/^ = lim In — In = 

= In (*¥*) - lnTT = In (*£*) =» Si 9 (u)du = In (^) □ 

22 . Fie / §i F 1 doua func$ii de patrat integrabile definite pe [— 7 r, tt] §i 


DO 


f(x) = + V^(a n cos nx 4- b n sin nx) 

n= 1 


DO 


“^■0 V A 

F(x) = -^- + 2 _^(-An cos nx + B n sin nx) 


71=1 


seriile Fourier ata§ate lor. Sa se arate ca 

clqAq 


i r f(x)F(x)dx = ^ + f>„A„ + bnBn) 


Solufte. Seriile Fourier ata§ate funct;iilor / + F §i f — F sunt 


m + F( X ) 


Oo + Aq 
2 


oo 

+ Sl( 0n + A n ) cos nx + (b n + B n ) sin nx] 

71=1 


f(x) - F(x) = —-—- + y^[(a n ~ An) cos nx + (b n - B n ) sinnz] 

71= 1 

Deoarece / §i F sunt func^ii de patrat integrabile, atunci §i / + F §i 
f — F sunt fundjii de patrat integrabile. 

Egalitatea lui Parseval ne conduce la: 

CO 

1 /_’„[/(*) + F(x)] 2 dx = + £[(a n + A,) 2 + (b n + Bnf] 

71=1 

OO 

2 /!„[/(*) - F{x)?dx = <22^ + £j( a „ _ An ) 2 + (bn - Bn) 2 ] 

71=1 

Scazana cele doua egalitati ob^inern: 
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4 


7 T 


f(x)F(x)dx = 4 


r — 7T 




oo 


+ y^( Q n^-n + b n B n ) 


n— 1 


“ I f{x)F(x)dx = + V(a n d n + 6 n B n ) 

Ti" y-7r * 


n=l 


□ 


23. Sa se demonstreze egalitatea: 


CO 


secx = ±\n(l+V2)+%Y, 


n=l L 


cos4nx , pentru x € [~f > f] 


2n ~ l ( _l)k-\-l 

ln(l + V2) + 2 ]T — — y sin( 2 fc + 1 ) 

/c =0 


Solufte. Funcf;ia f(x) = secx verifica pe intervalul |] condilpile 
Teoremei 4.3. Deoarece / este para avem: 

«o = f jo 5 secidi = I /„* TT^rft = f ln(l + Vl + t 2 )/J = 

= | ln(l + V5) 

Pentru calculul lui a n folosim identitatea 

= 2 cos(4rc - 1)1 - 2 cos(4n - 3)x + S25^zll£ 

De unde integrand ob^inem 


Qj n — 


+ &n -1 


“ [spr sin ( 4n - !)f - 4^3 sin ( 4 " - 3 )f 

De aid deducem 

a k - a k -i = ~ [ 4^1 sin(4fc - l)f - ^ sin(4fc - 3)f 

Insumand ob^inem 

2 DZ 1 f_1^+l 7r 

«n = ol. ■ i sin(2fe + 1)7 -f flo 


k~ 0 


2h 1 


A§adar, dezvoltarea in serie Fourier pe intervalul [—f» f] a func^iei / 
este 

2n-l / Mfe+1 


00 


sec a: = £ln(HV 2 )+f]T 

71= 1 L 

• cos 4nx 


ln(l + \/ 2 ) + 2 ^ —- sin( 2 & + l)j 

fc =0 

□ 


00 


E sin T}/00 

(— l ) n —x -atunci f 

n z — 1 


n=2 


verifica ecua^ia diferen^iala / /; (x) + /(x) = — sinx §i sa se gaseasca 
apoi suma. 
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oo 


Solujie. Fie f(x) — ^ + ^(a n cosnx + & n sinnx), atunci 


71 = 1 


OO 


/'(x) = f + y^[(nb n + (—l) n c) cosnx — na n sinnxj, unde 


n=1 


c = ilf W “ /(-^)] = lim [(-l) n+1 n6 n ] 

" n—^oo 


In cazul nostru c = lim 


TV 


n-KX) V n 2 — 1 


= -1 


OO 


Ob^inem f'{x) = — \ + cosx + j 


71=2 


Facand un ratjionament analog obtjinem 


00 


u,t \ • iw n smna: 

/to = -smx - 

n=2 


§i se verifica astfel rela^ia din ipoteza . 

Pentru calculul sumei observam ca solu^ia generala a ecuatlei este 
/(x) = ci cos x + c 2 sin x + - c - ° s - 

Pentru a calcula ci facem x = 0 §i avem /(0) = ci, dar /(0) = 0, deci 

ci = 0 

Derivand / §i t;inand seama de dezvoltarea sa in serie obtinem 

cos nx 


OO 


C 2 COSX + ^ - = -1 + COSX + V(-l) n i^i 

n=2 n 1 

CO 11 

Facem x = 0 §i obtinem C 2 = ^(-l) n —gJ = 4 


71=2 


Deci f(x) = ^ + 


X COS X 


□ 


4.3 Probleme propuse 

1. Sa se dezvolte in serii Fourier funcpile: 


\ f nr 2 . daca 0 < x < 7r 
f(x) = 1 -% daca —7r < x < 0 


g{x) = -,-7T < X < 7r 


§i sa se deduca dezvoltarea in serie trigonometrica a numarului f. 


OO 




sm no; 


n=l 


n 
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OC 


i = £ 


(-i) 


n —1 


sm nx 


71 = l 
00 


n 


„ v^si n ( 2 n — l)x v 

s=E L-i ■ a6 (°’ ir) 

n=l 

Sa se dezvolte in serii Fourier urmatoarele func^ii: 


2 . 


R: f(t) = 


oo 


n= 1 



f —t — 7T, 

dacS, t G 

—7T. — 

/« = 

i 

daca t G 

7T 7T 
. 2 5 2 


l -t + 7T, 

daca t G 

[f.d 

4inn£ 
t n 2 2 

sin nt 




3. 


f 1, daca a; G (0,7r) 
f{x) = | d S 


daca x G (7r, 2 tt) 


R: /(s) . 

M ' *^4 2 n — 1 

n=l 

4. /(x) = |cOSxj,X G (—7T, 7r) 

R. f(~\ = 2 _ 4Y' (- 1 )’ >cos2to 

4n 2 — 1 


5. /(x) = | sin | 


... 9 ( v—\ cos 4nx 

R: 

\ n= 1 

6 . /(x) = sincux.x G (— 7 r, 7 r),o; nu e intreg 

(—i) n n ^ 

n=l * 


OC 


R: f(x) = asi^ogr L tUL sin rex 
w 77 ^a 2 - n 2 


'■ /(*) = 


since 

543 cos :r 


CO 


R: /(x) = |^(-l) n -‘ 


77 -— 1 


sm nx 
3 n 


8 . Sa se scrie egalitatea lui Parseval pentru func^ia /(x) = e x pe (— 7 r, tt). 


R: cthTr 


l 

7r 


+ 4^ 

n=l 


n 2 4- 1 

( 7 m 2 + l) 2 
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CAPITOLUL4. SEBJI FOURIER 


9. Sa se dezvolte functpa f(x ) = 1 — |z| definita ii intervalul (0,1): 

a) in serie de cosinusuri; 

b) in serie de sinusuri. 


R: a )f(x) = \ 


4 vCOS(2?l + 1)7TX* 
(2n -j-1) 2 

n —0 v ' 


oc 


b )/W = IS 

n =1 


sin 7rnx' 
n 


10. Sa se dezvolte in serie de sinusuri pe (0.7r) functjia f{x) = x(7T — x). 


OO 


R: /w = IS 


n=l 


sin(2n — l)z 
(2n — l) 3 


11. Sa se dezvolte in serie de cosinusuri func^ia f(x) = \ | sinx, 

x £ [0,7r]. 


OO 


_ / N v—\ cos 2tix r 

R: /(*) = S 4 b2-i ’ x 6 l 0 ’ 71 ! 

71=1 

12. Sa se determine seria Fourier asociata func^iei periodice de perioada 4 



1 + 2x, 


daca x £ (—2,2) 
daca x — 2 


Sa se gaseasca apoi suma S(x) ,x £ IR. 


R = /(*) = i+IS 


(-i) 


n—1 


7TUX 


sin 


n 


n=i 


Cum 5(x) = /(?+0)+/^ o) ^ x £ ^ 5(x) = 14- 2x, x € (—2,2). 

5(2) = 1 



Capitolul 5 

Limite §i continuitate pentru 
func^ii de mai multe variabile 

5.1 No^iuni teoretice 

Defini^ia 5.1. Fie /: A —► IR, A C R 2 §i fie (a?o, yo) un punct de acumulare 

pentru multimea A. In acest caz l = lim /(x.y) daca §i numai daca 

(sc ,i/o) 

Ve > 0, 34 > 0 astfei incat \x - a?o| < 4 §i \y — y 0 j < 4 => | f{x, y) -1\ < e 
Pentru func^ia de doua variabile f{x.y ) se pot considera limitele iter¬ 
ate : lim lim f(x,y ) §i lim lim f(x.y ), care, daca exista , nu sunt 

x—* xoy-* yo y —* 2 /ox—» io 

intotdeauna egale. Daca exista limita globala l = lim f(x.y) §i daca 

( x >y)—* (xo.yo) 

exista limitele lim f(x,y ) -§i lim f(x,y). atunci exista limitele iterate §i 

x-» xo 2/—» 2/o 

sunt egale cu limita globala 1. Daca limitele iterate nu sunt egale, limita 
globala nu exista . Se poate intampla ca limitele iterate sa fie egale, fara ca 
limita globala sa existe. 

Rezultatele de mai sus pot fi emulate similar pentru funcfii de p vari¬ 
abile. 

Defini^ia 5.2. Fie /: A —* IR, A C IR 2 o func^ie de doua variabile. Daca 
funcba /(x,yo) este continua in punctul a^Orinyo) € A, atunci / este con¬ 
tinua partial in raport cu variabila x. Daca func^ia f(x o, y) este continua in 
punctul 2/0) atunci / este continua partial in raport cu variabila y. 

Continuitatea func^iei / implica continuitatea partnala in raport cu fiecare 
variabila . Reciproca nu este adevarata . 

Defini^ia 5.3. Func^ia / este uniform continua pe A, daca 
Vc > 034 > 0 astfei incat V(xi,yi), (^ 2 , 2 / 2 ) £ A, \x\ — X 2 I < 4> 

\yi -yi\ < 4 =*> |/(®ij yi) -/(«■ 2 , 2 / 2 )! < e 

Orice func^ie uniform continua pe A este continua pe A. O funcipe 
continua pe o mulfime marginita §i inchisa (compacta ) A este uniform 
continua pe A. 
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5.2 Probleme rezolvate 


1 . Folosind definitia, sa se demonstreze ca : 


a) 


lim 


xy-1 


{x,y)~* (3,oo) y ~r 1 


= 3; b) lim 


ar + y* 


(0,0) \x\ + \y\ 


= 0 


Solute, a) Fiind dat s > 0 oarecare. trebuie sa determinam un $E > 0 


astfel incat \x — 3| < $ £ §i y > 5 e 1 sa implice 


xy—\ o 
y+1 6 


Avem - 3 


rp “3 g+1 

x 6 v+l 


x —3 
I /+1 




< £. 


< 8 e +$+it < 


v y 


< !x-3j + 

< (5e ■+■ + 4(5c < 6 $e,CU 0 < 5g < 1 

Deci daca impunem 6<5 e < s,adica 0 < 6 e < §, defini^ia e verificata . 

b) Se scrie x 2 + y 2 = (jx| + \y\) 2 — 2 |x!|y|, astfel ca , presupunand 
M < 8 e , |j/| < 8 e se ob^ine = \x\ + \y\ - < \x\ + \y\ < 24 - 

Daca se impune 2<5 £ < e rezulta ca exista S e , 0 < S e < | astfel incat 
|x| < 5 e , \y\ < S £ sa implice \ f{x,y)\ < e. ceea ce arata ca defini^ia este 
verificata. □ 


2 . Sa se arate, folosind defini^ia, ca urmatoarele func^ii nu au limita in 
origine; 

a) f(x t y) = ^ ( 0 , 0 ): b) f(x,y) = ^r^,y 2 -2x^0 


Soiuf-ie. a) Vom folosi defini^ia cu §iruri. punand in evident^ §iruri de 
puncte, convergente catre ( 0 , 0 ), situate pe drepte oarecare ce tree prin 
origine. Ecua^ia unei astfel de drepte este y = mx. Daca func£ia ar 

admite limita in origine, ar trebui ca 

„. N 2 x(mx) 2m 

f{x,y) — lim 


lim 

(*, y)-+ (0,0) 


0 ,y-mxX 2 + x 2 m 2 1 + 771 2 


Acest fapt arata insa ca funcf;ia nu are limita , pentru ca daca ar avea 
limita , aceasta nu ar trebui sa depinda de §irul folosit (in cazul de 
fa^a nu ar trebui sa depinda de m. panta dreptei folosite). 


b) lim f{x, y) = 
(*,»)- (o,o) 


.. m 2 x 2 + 2x 
lim — 5 - 2 —— = -1 
x — * 0,y-mxm z X^ — 2x 


De aici nu putem trage concluzia ca limita exista , deoarece daca facem 
ca {x,y) —» ( 0 , 0 ) pe parabola ce trece prin origine , y 2 = px , 
pG IR\ {2}, rezulta ca : 

.. px-r 2x p + 2 

lim -— =- r 

x-* 0 ,y 2 =pxpx — 2x P — 2 

Prin urmare, pentru §iruri diferite obtinem limite diferite. deci functia 
nu are limita in origine. □ 
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3. Sa se cerceteze limitele iterate §i limita globala in origine pentru urmatoarele 
func^ii: 

a) f(x,y) = , x + y ± 0 ; b) f(x,y ) = x • sin + 0 : 

c) = (a;+ j/) sin JsinJ,x^ 0 ,?y # 0 ; d) f{x,y) = - ^ ~ T^l_ y )A 


Soluble. Limitele iterate sunt: 

a) lim lim fix.y) — lim - - = 1 

lim lim fix, y) = lim ■ - — — = — 1 

y- Ox—> 0 JK y—* 0 y 

§i, deoarece acestea sunt diferite, tragem concluzia ca limita globala 
nu exist a . Intr-adevar, avem 

x - mx + x 2 4 - m 2 x 2 


lim f(x, y) = lim 

x—» 0,y=mx x—> 0 


r >2 J_ iwi 2 ^ 2 1 - m 


a: + mx 1 + m 

ceea ce ne arata ca limita globala nu exista . 

b) lim lim fix , y) = 0 , iar lim lim fix, y) nu exista, deoarece lim sin - 

y—* Ox— * 0 ' x— » 0 y—* 0 y—* 0 y 

nu exista . 

Totu§i limita globala exista §i este egala cu O.Verificam cu ajutorul 
definitiei. Deoarece | sin ^j < 1 , rezulta ca pentru jm| < 5 e ,\y\ < 5 e 
avem \f{x,y) — 0| = |cr||sin^| < |x| < 5 e Luand S e < £, defini^ia e 
verificata . 

c) Limitele iterate nu exista , deoarece lim sin — §i lim sin - nu ex- 

x —* 0 x y—> 0 y 

ista Limita globala exista §i este egala cu 0. Pentru a vedea aceasta 
observam ca I sin ^ sin ^ I < 1 , deci 

lim f(x,y)= lim ix + y) sin - sin - = 0 
(x,-i/)-> (o,o) 0 e, 2 /)-* (o,o) x y 

d) lim lim J{x,y) = lim l -j = 0 


0 y 


0X q 


0 


lim lim J(x,y) = lim ■-j = 0 


y —* Ox—* 0 


or 


, lim J(x, V ) = lim f{x, y) = 

(x,y)~* (0,0) x-+ 0 ,y=mx 


m 2 x A 


m 


= nm 


x-> o ,y=mxm 2 x 4 + (1 — m) 4 x 4 m 2 -f (1 — ra ) 4 
Deci limita nu exista deoarece depinde de m. 


□ 


4. Sa. se calculeze limitele: 

xy 


a) lim 


b) lim 


sin xy 


c) 


lim 


x + y 


(*,»)-* (0,0) y/xy + 1-1 (*,!/)-» (0,2) X (s.y)-* (oc,oo)Z“ + XJ l 
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xy u 

Solutie. a) lim - - - —- = lim — - 

(a,!/)—» ( 0 , 0 ) \/xy + 1 — 1 u—* o-^/u + 1 — 1 

= ] im i^±I±i^ = 2 

u—> 0 U 

sirixy sinxy 

b) lim-= nm -- y = 2 

(0,2) X (x,y)^ (0,2) Xy u 

c) Pentru x > 0 §i y > 0 avem 0 < < Jr 


/1 1 \ 

si deoarece lim - + - = 0 , rezulta 

(x,y)~* (oo.oo) \x y) 

lim 4 ±^ = 0 
(x>y)-+ (co,oo)x 2 + y- 


5. Sa se arate ca func^ia 


/foy) 


(*,y)*( 0 , 0 ) 

0 . (x, y) = ( 0 , 0 ) 


este continua in origine. 


Solutie. Scriem lim /(*,„) = lim t |!) , 

(»,v)-» (0,0) ^ (*,»)- (0,0) X 3 + y 3 X 2 + y 2 

Stim ca lim «SL f+f) = i 
(»,»)-» (0,0) X 3 + y 3 

Pentru |xj < 5 e , \y\ < 5 e avem < (N+ 


x l +y* 
J1 , 


+|y|) (l + J < 24 §, deoarece 2 |xj|y| < x 2 + y 2 

Daca luam 0 < 6 e < §, defini^ia este verificata . 

Deci lim /(x,y) = 0 = /(0,0), rezulta func^ia e continua in 

(x,y)-+ (0,0) 

origine. □ 


6 . Sa se arate ca func^ia 


f x^ 2 +sin(x 3 -f-i/ 5 ) 
f(x,y) = l " 


» (», y) ^ ( 0 , 0 ) 
(x,y) = ( 0 , 0 ) 


este continua partial m origine, dar nu este continua in acest punct. 


Solutie. Funct-ia 


/(M) = - 


X 7^ 0 
x = 0 


este continua in x = 0 , deoarece lim /(x, 0 ) = lim 

x —> 0 x—> ( 

= /( 0 , 0 ) 


sm x- 


x —» 0 X'- 


x = 0 = 
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Analog func^ia /( 0 , y ) este continual in y = 0. 

Dar func^ia f(x,y ) nu este continua in origine, deoarece: 

px 2 + sin(x 3 + p?x%) 

imi 

(z,!/)-* ( 0 , 0 ) 


lim f(x, y) = lim o , o 

\ /r\ n\ _ r\ _ .9_ j /r-jZ 


x-+ 0 ,y 2 =ps 


= lim 

x—* 0,y 2 =px 


X 4 -r p^Z 4 
p sin(x 3 + p 2 a;f) £ 3 +p3;r3 


V 


1 4-p 2 


□ 


l+p 2 x z +pirr 2 x 2 +p 2 x 2 
7. Sa se arate ca func^ia 

M 1 0 , (x,y) = ( 0 , 0 ) 

este continua in raport cu fiecare variabila in parte, dar nu este con¬ 
tinua in raport cu ansamblul variabilelor. 

2 qJj 

Solufie. Fixam y = b. Atunci lim/(x, 6 ) = -x—= f(a, b), deci 

x—> a a A ~r b z 

func^ia este continua in raport cu x. 

2 a b 

Fixam x — a. Atunci lim /(a. y) = -x—rx — /(a, 6 ), deci func^ia este 

y-> b ' a z 4- cr 

continua in raport cu y. 

Studiem continuitatea in origine : 


lim 


2 xy 


= lim 


2 a; 2 m 2 


m 


(x,y)-> ( 0 , 0 ) x 2 + y 2 o,y=mxa: 2 (l 4 - m 2 ) 1 4 - m 2 

Limita depinzand de m,func^ia nu e continua in origine in raport cu 
ansamblul variabilelor. □ 


8 . Se considera functiile /, g: R 2 —*• 1 R definite prin f(x,y) = 

' x “r y 

g{x. y) = x2+y2 P en ^ ru ( x > V) 7 ^ (0» 0) §i nule in origine. Sa se arate ca 
/ este continua pe 1R 2 , iar g este continua pe IR 2 \ {(0, 0)}. 

Solufte. Functiile / §i g sunt continue pe deschisul IR 2 \ {(0, 0 )}, fiind 

caturi de polinoame, deci compuneri de funcipi elementare. Ramane de 

2 

studiat continuitatea in origine. Deoarece 0 < | f{x,y)\ = < 

< jn;| , rezulta ca lim f{x,y) = 0 = /( 0 , 0 ), deci / este continua 
(z,y)— (0,0) 

§i in origine. 

Pentru g nu mai functioneaza acela§i ra^ionament.In acest caz, limita 
lim g{x, y) nu exista , deoarece depinde de direc^ia de tindere, 

(x,y)-> (0,0) 

a§a cum se observa punand y = mx sau altfel: alegem §irurile ( x' n ,y ' n ) = 

= {hn)^ X n^y'n) = (n’n) Care tind Catre (°>°)> dar P entru care 
pOOn) = §>P(<>2/£) = i nu tind catre 0(0,0) = A § adar g nu 
este continua in origine. □ 
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9. Sa se studieze continuitatea functjiilor /,y: IR 2 —> ]R definite prin : 


f(x,y) = 


x , xy> 0 

-y , zy < 0 


s(s>y) = 


sms—sin y 


cos y. 


, daca x y 
daca x = y 


Solufie. Pe deschisul xy > 0 (adica in cadranele deschise I §i II), avem 
/(x.y) = x, deci / e continua ; analog pe deschisul xy < 0. R&mane 
de studiat comportarea lui / in punctele de pe axe. Sa fixam punctul 
A(a,0) cu a > 0. Alegem §iru:rile (a, §i (&>—^) care tind catre 
A; se observa ca / (at, £) = a —► ck §i = ~ —* 0, dar 

a^O. Analog pentru (a, 0) cu a < O.Deci func^ia / nu este continua 
in aceste puncte. 

Aratam ca f nu e continua nici in punctele (0, (3) cu 6 > 0 sau 
(3 < 0. Pentru aceasta alegem ssirurile (^,/3) q\ (—^,/3). 

Dar / este continua in (0,0), deoarece pentru orice §ir 

(a?n» 3 /n) —* ( 0 , 0 ), rezulta x n —> 0 , y n —* 0 , deci f{x n> y n ) —+ 0 = 

= m o) 

Pe deschisul {(x,y) € ft 2 /# =£ y}, func^ia g este elementara , deci 
continua ; apoi in punctele {a. a) avem 

2 sin^cosSf! 

lim y(x, y) = lim - - -— = 

(a,a) (x,y)-+ (a,a) X — y 

x V 

= lim cos—-— = cos a = g(a, a), deci g este continua pe 

{x,y)-> {a,a) 2 


Sa se studieze continuitatea func^iilor: 


± 10 . 


16, (x,y) = ( 0 , 0 ) 

Solufie. Fie §irurile (4.0 = §i (4,0 = ^r) 

Avem lim /( 4>0 = lim /( 4>0 = 0, deci lim /(z,y) nu 

n—>oo l n —voo (x,y)-+ (0,0) 

exista . A§adar, / e continua doar pe R 2 \ {(0,0)} □ 


n ’ io, ' (s,y) = (0,0) 
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Solutie. lim f(x,y) = lim 

(z,y)-+ (0,0) (s,2/)-> (0,0) 

func^ia este continua in origine. 


sin ^ 

x 3 y 2 


x 3 y 2 

x 2 + y 2 


= 0. deci 


Cum / e continua pe R 2 \ {(0,0)}, fiind compunere de fundpi ele- 
mentare, rezulta ca / e continua pe R 2 . □ 


12 . 


f{x,y) 


x 2 +y 2 

y/z?+y 2 +l—l ) 

o, 


(x,y) ^ (0,0) 
(x,y) = (0,0) 


x 2 "I - y 2 

Solutie. lim f(x,y ) = lim . —— -= 

(a:,y)-> ( 0 , 0 ) (*,y)-» (o,o) yjx 2 -f y 2 + 1 — 1 

Um (g 2 + y 2 )(\/a; 2 + y 2 + l + l) = 

(x>y)-> (o,o) z 2 + y 2 + 1-1 

= lim (y/x 2 + y 2 4-1 + 1) = 2^0 = /(0,0), deci func^ia nu este 
(• *>y )— (o,o) 

continua in origine. □ 


13. 


f(x>y) = s 


(1 + x 2 y 2 ) , 

0 , 


(z, 2 /) 7 ^ ( 0 , 0 ) 

(x,y) = (0,0) 


Solutie. lim fix.y)— lim (1 + x 2 y 2 ) * 2 +v 2 - = 

(*,*/)- ( 0 , 0 ) ' (*,»)- ( 0 , 0 )' 

x 2 ,, 2 

= lim f(l 4- rr 2 ?/ 2 ) ^ * +J/ = 1 / 0 = /(0,0), deci / nu e 

(z, 2 /)-> (o,o) V / 

continua in origine. □ 


14. 


/(z.y) = 


1—cos(x 3 +j/ 3 ) 


0 , 


x 2 +y i 


, X 2 + y 2 ^ 0 


x i + y 2 — 0 


Solutie. Pentru x 2j ry 2 ^ 0,/ este continua , fiind compunere de func^ii 
continue. 

Studiem continuitatea in (0,0): 

x r 1 - cos(x 3 4 - y 3 ) 

lim f(x,y)= lim - 5 -^-= 

(*,j/H ( 0 , 0 ) (x,y)-+ (o,o) x 2 4- y 2 

cos 0-cos (x s + y 3 ) 

= lim -——„-= lim 


2 sin 2 ^±^ 


(x,y)-> (0,0) 


x l + y 2 


(*,i/H (0,0) + r 
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= 2 lim 
(0 


sin 


2 x 3 +y 3 


, 0 ) ^ x 3 -H / 3 j 2 




= 2 lim 

(x,y)-> (0,0) 


* 3 + y 3 V 


x 2 4- y 2 
= \ lim 


(x 3 + y 3 ) 2 

X 2 + y 2 2(i,y)T(0,0) x 2 + y 2 


Avem 


x 2 +y 2 


(x+y) ,J (x 2 -xy+^ 2 ) 


2>2 i 


x 2 +j/ 2 


0 


(x + y) 2 (z 2 - xy + y 2 ) (l - < |(x + y) 2 0 2 - xy + y 2 )|- 

) < |(x + y) 2 {x 2 - xy + y 2 )|« (l + §) —* 0, cand 


xy 

i 2 +y i 


(a?, y) —* (0,0) (deoarece 2xy <x 2 + y 2 ) 

(oc*^ *f- 7 /^ 

Asadar, l lim —^= 0, deci lim f(x,y) = 0 = 

2 (x,y)-(0,0) x 2 + y 2 f (0,0) • 

= /(0,0) =4* func^ia e continua pe R 2 
*^15. Sa se arate ca func^ia 


□ 


| x^x ylnjx +yi ( x .y) ^ (0,0) 

/(*.») = i “ * +**n n 

l 0, (z 5 y) = (0,0) 

este continua partial in origine, insa nu e continua in raport cu ansam- 
blul variabilelor in acest punct. 


Solufie. lim lim f(x,y) = lim f(x, 0) = 0 

x—> 0 y—* 0 3—> 0 

lim lim J(x, y) = lim /(0, y) = 0 

y—> 0 o;--+ 0 y—> 0 

A§adar, / este continua partial in origine. 

, l im f( x iV) = 

(x,y)—>■ (0,0) s~* Q,y=rnz 

x 2 m -f mr 3 ln[x(l + m)] 


m 


= lim 2 /-. o\ - i , 

x—> 0 ,y=mx X z \l + 777r) 1 + 

tinua in origine in raport cu arnbele variabile 


m 2 


4 / nu este con- 

□ 


yi6. Sa se studieze continuitatea in origine a func^iei 




|x| _/ n 

i^e V 2 , y^O 

0, y = 0 


Solufte. Chiar daca / e continua in origine pe dreapta y = rnx. deoarece 

I T ^ j 2 ; | 

lim /(ce, y) = lim ——= O.Vm 0,totu§i / nu 

2 —> 0,y=mx l a;—> 0>y=mxTn z X z 

e continua in (0,0) in raport cu ansamblul variabilelor, deoarece pe 

curba x — y 2 avem lim f(x,y) — - i=- 0 = /(0,0) □ 

x--> 0 ,y 2 =x e 



5.3. PROBLEME PROPUSE 


> 

17. Fie f{x,y) = (/i,H * (0,oo) -> R 2 ,/i(x,y) = a; 

{ y — x*, x 2 < 2 / 

0, (x, ?/) = (0,0) 

0 < 2 / < x 2 

Sa se studieze continuitatea func^iei / in origine. 


Solufte. Vom studia continuitatea functjiilor /i §i /2 in origine: 


. lim /i(x,j/) = 0 = /i( 0 , 0 ) 

(x>y)-> (0,0) 

Fie x = p cos 0, y = p sin 0,0 E [0, 7 rj 
lim 

(*,!/)-*• (0,0) p-» 0 /? 2 COS 2 


sin 2 0 

— 2 ^, pentru 
cos^ 9 


0 < sin 9 < p cos 2 9 

lim f 2 {x.y) = lim (pcos0-p 2 sin 2 9) = 0 , pentru pcos 2 9 < sin 9 
(z,y)-> (o,o) p-* o 

Deci f '2 nu e continua in origine §i atunci nici / nu va fi continua in 
origine. □ 


18. Sa se studieze uniform continuitatea functiilor: 

a) /(®, ») = *,(*,») 6(1,2) x (1,2) 

b) f(x, y,z) = x 2 + e s + j/sinz, ( x,y,z ) € (0,1] x [0,1] x [0,1] 

Solufie. a) Fiind dat e > 0 oarecare, trebuie sa determinant 5 e > 0 
astfel meat pentru V(xi,t/i). (x 2 , y^) E (1.2) x (1,2) cu Ixi — X 2 I < 

< 4, \yi ~ 2fe| < 4 sa implice \f{xi,yi) - /(x2>l/a)l < e 

Dar|/(x 1 ,yi)-/(x 2 ,y 2 )| = < 

< 4 • X y7yf - < 4c5 e < e, pentru 0 < 6 e < f. deci functia e uniform con¬ 
tinua 

b) Deoarece func^ia / este continua pe multjimea marginita §i inchisa 
[0,1] x [0,1] x [0,1] , deci uniform continua pe aceasta rriuHpme. □ 


5.3 Probleme propuse 


Sa se studieze continuitatea func^iilor: 

{ x+y 

Q ^ ’ 

R: Continua pe R 2 \ {( 0 , 0 )} 



(s, y) ± (0,0) 

(x,y) = ( 0 , 0 ) 



2CAPIT0LUL 5. LIMITE$I CONTINUITATE PENTRU FUNCJIIDE MAI MULTE VARIABILE 


2 . 


f&y) 

R: Continua pe 1R 2 


y/l - x 2 - y 2 , x 2 + y 2 < 1 
0, x 2 4- y 2 > 1 


3. 


ffav) 


R: Continua pe R 2 


^ 0 , 0 ) 

0, (x,y) = (0,0) 


4. 


/0,y) 


' * 2 + y 2 < l,(x,y) # (0,0) 

^ o, (x, 2 /) = (0,0) 


R: Continua pe multjimea de definite 


5. 


/(®.y) = 


R: Continua pe R 2 


(1 + xy) ar > 0 §i y > 0 

1, x = 0 §i y = 0 


6 . 


/(®»y) 


R: Continua pe R 2 


x v4(x-y)^ (^y)^(°,°) 

o, (x.y) = (0,0) 


7. 


/(®>y) 


< sfjjsi (z,y)#(M) 

[ o, (x, y) = (0,0) 


R: Continua pe R 2 


8 . 


/(®>y) 


a. 2^2 1 (^1 y) 7^ (0> 0) 

0, (x,y) = (0,0) 


R: Continua pe R 2 \ { (0. 0)} 


9 . 


/0,y) 


X^+y 2 > (^5 y) 7^ (0j 0) 

0, (x, y) = (0,0) 


R: Continua pe R 2 \ {(0,0)} 



5.3. PROBLEME PROPUSE 



f(x,y) = 


R: Continua pe IR 2 


(x 2 + y 2 ) sin^, (x, y) ^ (0, 0) 
0, (x,y) = (0,0) 


11. Sa se studieze uniform continuitatea func^iei 
/(z, y) = (x, y) 6 (1,2) x (1,2) 

R: Func^ia este uniform continua pe (1,2) x (1,2) 



Capitolul 6 

Derivate 

par^iale.Diferen^iabilitate 


6.1 Notiuni teoretice 

Fie /: A —> C IR n deschis, a € A un punct fixat §i s = (s\ y ... s n ) € 
£ H n un versor n-dimensional (adica ||s|| = 1). Tripletului (/,a, s) i se 
poate asocia o func^ie de o singura variabila reala , 

g(t) = f{a + ts ) = f(a i + ts-i,...,a n + ts n ), 


definita in vecinatatea originii; mai precis, cum A este deschis §i a € A, exista 
r > 0 real astfel incat B(a.r ) C A; atunci pentru orice t 6 (—r,r) avem 
d(a+£s, a) = {ja-Ks—ajj = |!ts|| = \t\ • ||sjj = \t\ < r. deci a+ts € B(a, r) C A 
§i func^ia g este bine definita pe intervalul (—r, r). 

Definitpa 6.1. Se spune ca func^ia / este derivabila in punctul a dupa 
versorul s daca func^ia reala g: (—r, r) —► IR, 1 1 —* f(a -f ts) este derivabila 
in punctul t — 0 §i in acest caz numarul real -§(o) — g'(0) se nume§te 
derivata lui / dupa versorul s in punctul a (sau derivata lui / dupa 
direc^ia s ). 

Definitpa 6.2. Fie o funclpe /: A —+ 1R,A C M n deschis §i a = (oi, ... a n ) 
un punct din A. Se spune ca / este derivabila partial in raport cu 
variabila (de indice k ) in punctul a daca exista J^(a),l < k < 
n;acest numar real se nume§te derivata lui / in raport cu Xk in punctul 
a §i se noteaza sau (a) sau D/-/(a). 

Definifpa 6.3. Func^ia / se nume§te derivabila partial in raport cu Xk 
pe deschisul A daca in fiecare punct a € A exista q^(o,). 

A§adar, 



lim 


/(o + te fc ) - /(a) 
t 


— lim 
o.t^o 


/(&1 > 5 ' • * ~r t,. . . CL n ) f (fli i • • • CLn ) 

- 
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Defini^ia 6.4. Puncpile J^(a): A —*■ R, a i-» 1 < k < n se numesc 

derivatele par^iale ale lui / pe A 

Defini^ia 6.5. Func^ia / se nume§te de clasa C 1 pe A §i se noteaza 
/ E C 1 daca / este derivabila partial pe A §i, in plus,func$iile 
sunt continue pe A. 

Defini^ia 6 . 6 . Fie A C IR n deschis §i F: A —► R 771 o aplicape cu valori 
vectoriale. Fie f\.... f m componentele lui F ; asadar, \ A —> R, 1 <i <m 
sunt funcpi astfel incat F(x) = (fi(x),... f m (x)) i Vx(xi i ...x n ) E A. Se 
spune ca aplicapa F este derivabila partial intr-un punct a e A daca 
fiecare din funcpile /i,... / m sunt derivabile partial in a, in raport cu toate 
variabilele x\,. . . x n . In acest caz se poate considera o mat-rice cu m linii §i 
n coloane cu coeficienp reali: 

( f£-( a ) ••• ^( a ) ^ 


J F {a) = 


dxi 
8f, 


\ itM) 


dh 


■w ) 


8X\ V u 7 * • • dx n 

numita matricea jacobiana a lui F in punctul a. Daca m = n, atunci 
matricea Jjr(a) este patratica §i determinantul ei se nume§te jacobianul 
sau determinantul functional al funcpilor / 1? .../ m in punctul a §i 
se noteaza §^^y (a) = det Jj?(a). 

Definitia 6.7. Fie A C R n deschis, F: A —> 3R m §i a E A. Se spune ca 
aplicapa F este diferenipabiia in punctul a daca exista o aplicape 
R-liniara T : R n —» R m ,depinzand de a,astfel incat 
F(x) - F(a) - T{x - a) 

II* - o|| 

Notand cu <p(x), <p: A \ {a} —> IR 171 , limita anterioara revine la 
F(x) = F(a) + T(x — o) + jlm — a\\y{x), 'ix E A cu lim <p{x) = 0. 

x—> a 

Funcpa F se nume§te diferen^iabila pe A daca este diferenpabila in 
orice punct din A. 

Lema 6.1. Daca F este diferenfiabila in punctul a.atunci aplica^ia R- 
liniara T este unic determinatei . 


Definitia 6.8. Daca aplicapa F: A —> R m .unde A C R 7i este un de¬ 
schis, este diferenpabila intr-un punct a E A, atunci aplicapa R-liniara T 
se nume§te diferen^iala lui F in punctul a §i se noteaza dF(a). 

Teorema 6.1. Fie F: A —» R 771 , A C R n deschis, a E A §i fie f\,... f m 
componentele lui F. Atunci F este diferenpabila in punctul a daca §i nu- 
mai daca sunt diferenpabile in a §i, in acest caz, diferenpala 

dF(a): R n —>► R m are drept componente diferenpalele df\ (a), ... df m (a) ca 
aplicapi Fi-liniare de la R n la R. 

Teorema 6.2. Fie o funepe f: A —■» R, A C R 7t deschis. 

(a) Daca f este diferenpabila intr-un punct a E A, atunci f este continua 
in a; in plus, exista Q (a) pentru orice versor s E R n §i, in particular, exista 
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derivatele parfiale de ordinal I anume 

£(a) = df(a)(s) §i ^(o) = df{a){e k ), 1 <k<n. 

(b) Dacd f 6 C 1 (A) ; atunci f este difereniiabila pe deschisul A;in partic¬ 
ular, orice func$ie elementara este difereniiabila pe orice deschis din doma¬ 
nial ei de definite. 


Teorema 6.3. (formula de calcul al difereniialei) Fie f: A —»R, 

A C R n deschis o funcfie difereniiabila intr-un punct a E A. Atunci are loc 
formula 


n 


df 


df\a) = V -—(a) ■ prj (egahtate de aphcain TR-hmare de la R la Rj 

^' OX 4 
j=l 3 


Teorema 6.4. Fie F: A —> B,G: B —> R* doua aplicaiii, unde 
A C TR n ,B C R m sunt muljimi deschise. Daca F este difereniiabila intr-un 
punct a £ A §i G este difereniiabila, in punctul b = F{a), atunci func\ia 
compusa G o F este difereniiabila in a §i, in plus, 


d[G o F)(a) = dG(b) o dF(a) 

In particular, compunerea a doua aplicaiii difereniiabile este de asemenea 
difereniiabila . 

Teorema 6.5. In condiiiile teoremei 6.4, are loc relaiia 

Jgof{°) — Jg{V) ■ Jf(o) 

Caz particular : Fie un con deschis C C R n (adica o submul^ime 
deschisa C astfel meat din ipoteza ca x £ C, t 6 R, t ^ 0 sa rezulte tx 6 C; 
de exemplu,^ = R n este un con deschis; la fel sunt §i mul^imile {xy > 0 } in 
R 2 §i {x 2 +y 2 — z 2 < 0 } in R 3 ). Fie /: C —> Ro functle difereniiabila pe C , 
care in plus este omogena de grad r (adica f(tx) = t T f{x),'it e R, t ^ 0 , r 
fiind un numar real fixat). In acest caz rezulta relafia 

Ul Un 

f{tx i,.. ,tx n ) = f ■ f{x i,. ..x n ),it € TR.t ^ 0,ix = [x\, ... ®n) € C 
Derivand aceasta relate in raport cu t, rezulta 

~-{tx) • x\ + ... + ~-(ta) • x n = rt T ~ l ■ f{x) 

C/Zl\ C/'ll ji 

§i facand t = 1 se obiine o relafie remarcabila in punctul curent din C, 
anume 

df , , df ^ 

X\- -+ x n -— = r • fix 1, ... X n ) 

dx\ dx n 

numita formula lui Euler pentru funclpi omogene. 
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Teorema 6 . 6 , Fie /: A —► IR,A C IR n deschis o funcfie diferenfiabila intr- 
un punct a G A. Pentru orice versor s = (si,... s n ) G R n avem 


f sia) = Sl §L ia)+ ... +Sn M. {a) 


Teorema 6.7. Fie f,g: A —*■ IR, A C IR n deschis , doua funcfti diferenjiabile 
intr-un punct a € A. Atunci / +<?, A/(A € K),/<?, jj{g(x) ^ 0,\/x € A) sunt 
diferenfiabile in a §i in plus: 


w^ + ^ = S (a)+ fe (o) 

9 (A/)(a) = A#(a) 


dxjc 


dx k 


^(/ 9 )(»)-/(a)g(-) +ff (a)g(«) 
a** W <?(a) 2 


(»)£(/ + *)(«)-g(a) + g(«) 

= *£<»> 

£(/»)(«) = /(«)g(«)+P(a)g 

&w w <?M 2 

(c)d(/ + #)(a) = cf/(a) + d$(a) 
d(Xf)(a) = Xdf (a) 
d{fg)(a) = f{a)dg{a) + g (a) df (a) 

d (t] ( a ) = gMfM ~ /( a )^( a ) 

W 2 (a ) 2 

Defini^ia 6.9. Fie /: A —*• IR, A C lR n deschis. Func^ia / se nume§te 
de clasa C°(A) daca este continua pe A; de clasa C 1 (A) (sau continuu 
diferen^iabila pe A) daca este continua pe A §i derivabila partial in fiecare 
punct din A, iar func^iile : A —* IR, 1 < k < n sunt continue pe A; de 

clasa C 2 (A) daca / G C 1 (A) §i toate derivatele ^-,1 < k < n sunt functjii 

de clasa C l {A) , adica pentru orice 1 < j, k < n, exista in fiecare 

punct din A §i acestea sunt func^ii continue pe A. 


Teorema 6 . 8 . (H. A. Schwarz) Fie /: A —* IR, A C IR n deschis, f de clasa 
C 2 (A). Atunci Q^dA ( q ) = dx k d x '( a )? once punct a §i pentru orice j, k 

(1 <j,k< n). 
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6.2 Probleme rezolvate 


1. Pornind de la definite, sa se calculeze: 

a ) % (f>°) > % (f > f)idaca f{x>y) = \/sin 2 x + sin 2 y 

b ) ^(M),^(M)4aca/(z,y) = xylnx ) x^0 


Some, a) g (},0) = lim MJM = lim - 


_ V2 

~ 2 


§1 (E 2^ = li m 
dy U» 4) _ um 7 


x-, 7 


X — — 

X 4 


I— ^ f ^ ~ 4 


3y 


= 4 lim = i 


ysin 2 y + | - 1 ^siny — (siny -f 

* (y “ ?) (\/sin 2 y 4- \ + l) 


y-\ 


2 y-» f 




b) &(1.1) = £ {%) (1.1) = ijy. aMzAM , 

unde g(*. 1) = lim /(x ’ y) ~ X - } = lim ^ lnx ~ llnX 
' y-> 1 y - 1 y- 1 

Si g(l, 1) = = 0, deci 


1 /- 1 


= x\nx 


y-> i y 
xlnx 


—= -l 

Analog &(1,1) = HmMdlrfM = ! 


□ 


2. Sa se calculeze derivata funcfiei f(x,y) = x 2 - y 2 + xy in punctul 
M( 2,2), dupa direcl/a /, care face cu direc^ia pozitiva a axei Ox un 
unghi de 30°. 


Solufie. Cosinusurile directoare ale direc^iei l sunt cos a = cos 30° = 
= ^ §i cos (3 = cos 30° = ^ 

Cum % = 2x + V §i % = ~ 2 y + ® avem g( 2 , 2 ) = 6 §i §£(2, 2 ) = 

= - 2 . Atunci f = 6 - |- 2- ^= 3- v / 3 □ 

3. Sa se calculeze derivata funcljiei /(a;, y, 2 ) = £, r 0, T 7 = x i + y j + 
+2 k intr-un punct M(x,y, 2 ), dupa direc^ia gradientului sau. 


Solufoe. Putem scrie f(x,y,z ) = —p=====, 


Avem grad/ = (g, gj, g) = - 


r §i | grad/1 = dec; 
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cos a — -J,cos/3 = -^,cos 7 
r ' ( - $r) - f • (^) = ^ 


— r■ Prin urmare, % = ~f ■ (-$) - 

□ 


4. Sa se calculeze derivatele par^iale de ordinul I pentru urmatoarele 
functii: 


a) f(x, y ) = ( x 2 + y 2 )arctg | 
V > 0,Z > 0; c) f(x,y,z) = 


; b)/(®,y,z) 


sy* x .2 

■y/x 2 +y 2 +z 2 ’ 


= In x y y z z x , x > 0 , 
+ y 2 4- z 2 ^ 0 


Solutie. a) §| = 2x • arctg | + (z 2 4 - y 2 ) • J = 2x • arctg | + y 

% = 2 V arct g ? + (® 2 + 2 / 2 ) • • (-^r) = 2 y • arctg | - x 


b) Scriem f(x,y,z ) = y lnz -f zlny 4 - x Inz 

i = S + ln* 
a 

dy 

H =lny + f 


£l — In r 4- * 
Sy -mitj 


„ f 

z 2 +t/ 2 +z 2 y 


<=)»■* 


2 - 0,2 2 
x—y'—Z —X 


(i 2 4-J / 2 + 




= 2/2 ■ 


y 2 +z 2 


(s 2 +rM-* 2 )2 


Func^ia / fiind simetrica in raport cu x, y, z rezulta 

21 = zx . _* 2 +* 2 

dy ( ^ 2 +i/ 2 +z 2 ) 2 

§1 = xv . s 2 +y 2 -„ 

V (x 2 +y 2 +Z 2)§ 


□ 


5 . Sa se calculeze derivatele par^iaie de ordinul II pentru func^iile urmatoare: 

a) /(a?, 2 /) = arccos y-f ;■■■ , (x, y) ^ ( 0 . 0 ) 

tr 

b) /fay) = 

c) /fa 2 /fa = ysm(x + z) 


Solutie. a) = 


V a 2 +y 2 


(a 2 +y 2 )\/ x 2 +y 2 

i a 2 

b 2 +V 2 


SM, 

z 2 +y 2 



x?y 


(x2+y2)>/x 2 -rij 2 



- unde sgny = 


M 

y 


5 2 / _ 2x1?;] 

<9x 2 (x 2 +y 2 ) 2 

d 2 j _ 2xysgny _ 2x|y| 

dy 2 “ (x 2 +y 2 ) 2 ~ (x 2 +y 2 ) i 

g 2 / (x 2 +y 2 )sgm/—2x 2 sgny _ (x 2 -y 2 )sgn y 

dxdy x 2 +y 2 (x 2 -fy 2 ) 2 
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d 2 / _ (x 2 +y 2 Wny-2y|yj _ (x 2 -y 2 )sgny 

dydx (x 2 +y s ) 2 (x 2 +y 2 ) 2 

U ^ _ s+y-(x-y) _ 2 y 

) dx (x+yp (x+y) 2 

d£ _ -(s+y)-(a?-y) _ __2x 
dy (x+yp (x+y) 2 

a 2 / __ -4y(x+y) —4y 

5x 2 (x+yp (x+y) 3 

a 2 / _ _af£ _ 2 (x—y) a 2 / _ 4 x 

axoy dydx (x+yp ’ ay 2 (x+y) 3 

c ) = ycos(z + z), §£ = sin(z+ z), §£ = ycos(x + z) 
0 = —y sin(a: + z), 0 = 0, 0 = -ysin(x + 2 ) 

£k = -$ik= cos (* + *)•& = = — 3 /sin(i + z) 

$; = safe = “(* + *) 


□ 


6. Se nume§te potential al sferei £ 2 + y 2 + z 2 — a 2 = 0, func^ia 

f 27 to 2 - ^(z 2 + y 2 + z 2 ), z 2 -i-y 2 + z 2 < a 2 
/(X ’ y ’ Z) = { x 2 + y 2 + z 2 >o 2 

Sa se verifice ca A/ = 0 + 0 + 0 ia valoarea -47r §i 0 dupa cum 
punctul M(x , y, z) se afla m interiorul sau exteriorul sferei. 


Solufte. Pentru x 2 -f y 2 + z 2 < a 2 =>• 

=» M Ginteriorului sferei => f(x, y, z) = 27ra 2 — ^(x 2 4- y 2 + z 2 ) 

= _4tt §1 _4tt df = _4tt = = 

dx 3 ’ ay 3 y' i5z 3 * c?x 2 ay 2 az 2 3 

=> A/ = —47T 


Pentru x 2 4- y 2 + z 2 >a 2 =4 M 6 exteriorului sferei =4 /(x,y, z) = 

_ 47ra 


3-\/x 2 +y 2 +z 2 


d£ = 

dx 


Anax 


df _ 


47ra^/ 


a/ - 


47ra,r 


3 v /(x 2 +y 2 +z 2 ) 3 ’ ^ 3v/(x 2 +y 2 +z 2 ) 3 ’ 92 3 V / (x 2 +y 2 +2 2 ) 3 

. /7~2 ; ..2 I 2a? 2 3(i 2 +y 2 +g 2 ) 

y + j jgggj+g _ 47m . 2x 2 —y 2 —z 2 a 2 / __ 


a 2 / _ 47TQ _ _ _ _ _ __ 

ax 2 3 ■ (x 2 +y 2 +z 2 ) 3 3 ’ ’ ay 2 


__ 47ra 2y 2 -z 2 ”X 2 a 2 / __ 

3 * (X 2 +V 2 +JB 2 } § ’ az 2 


47ra 

3 


x 2 —y 2 
(x 2 -fi/ 2 +z 2 )'Z 


(x 2 +y 2 H-*z 2 )2 

* A/ = 0 


□ 


7. Sa se calculeze || §i pentru fnnc^iile: 

a) /(u,u) = ln(u 2 4- v),unde u = e I+J/2 §i v = x 2 4- y 

b) f(u,v) = arctg unde u = xsiny §i v = xcos y 
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Solufie. a) Dupa regula de derivare a functiilor compuse avem: 


2£ 

= 

df m 

du , 

m + 

df . 

dv 

~5x 

_ 2u 

u 2 +v 

■ e x+yi + jjL; • 2x = 

• (^ 2 + ®) 

fit 

c?2/ 

= 

§1 . 
du 

du 1 

fit . 

dv 

dv 

dy 

_ 2u 
u?+u 

■ 2ye*+»- + ^ • 1 = 

= ^ • (4u 2 y + 1) 

b) 

df 

dx 

t 

V 

4 2 -ft-’ 2 

• sin y - 

u 

u*+v 2 

cos y — ^ (cos y • sin y 

— sin y • cos y) = 0 

a/ 

~5y 

~ 


4 ~^+v2‘ x ' &in y ~ l •cosy-x-cosy+* -smy-x-smy = 

= cos 

2 y + sin 2 

y = 

1 



□ 


8. Sa se arate ca funcfcia z(x, y ) definita de rela^ia $(x — az, y — bz ) = 

= 0, a, b 6 H verifica ecua^ia = 1. 

Soluiie. Notam a = x — az, (3 — y - bz. 

Avemff ( 1 -«£) + $ (-»$})-0 

Rezulta f§ (off + &f§) = §§ 
a* ( n d t I — d* 

dy \ da + °dp) ~ 80 

Inlocuim || §i || in ecualfia data §i ob^inem 

<9*^ 

a + b S kl h ss : = 1 adevarat in ipoteza off + 6ft ^ 0 □ 

a 9a +0 9/3 a 9a 0 9/3 K 


9. Sa se arate ca func^iile urmatoare verifica ecua^iile indicate: 

a) f(x, y) = <p (|) verifica ecua^ia x • §£ + y • §£ = 0 

b) /(x, y, z ) = y>(xy, a: 2 + y 2 - z 2 ) verifica ecua$ia a?;s|£ - yz§^ + (x 2 - 

-y 2 )i = o 


Soluiie. a) Consideram func^ia it(x, y) 

M = £ ■ te = ✓(“) • (-*) 

% = = ■ i 


— 2£ 


| si ob^inem: 


Deci a; • || 4- 2/ • g{ = -f • d + \ • <?' = 0 

b) Introducem functjiile u(x, y, z ) = xy §i v(x, y, 2 ) = x 2 + y 2 — z 2 
Atunci avem: 


of _ chp du dp ' dv_ _ n dip , <\ % dip 

3x du dx 1 dv dx * du du 

5/ _ cV 9u 1 Si£ dv — rr dp ■ o ftp 

Sy ” <9u * <9y flv ‘ 02 / ' du ^ dv 

df _ dip ' du 1 3c£ du__ 9 ^ . dp 

dz du dz ' dv dz ^ ~ov 
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Astfel xz% - yz& + ( x 2 - y 2 )% = xz(y • ^ + 2z ■ gf) - yz{x • gg+ 
+2 y ■ |f) - 2 z(x 2 - y 2 )|f = 0 □ 

10, Sa se arate ca daca f(x,y,z) = ^ Ins + x<p (|, f) ,x > 0,z ^ 0 §i 
<p{u,v) este o func^ie de doua variabile ce admite derivate par^iale de 
ordinul I, atunci avem xjjt + y |y + Z U ~ ^ ~ /(®> z ) - 0 


Solufte. Notam u = = | §i calculam derivatele de ordinul I 

£-!(to* +!) + *(«, .)-*&-!& 


dx 

U = ?lnx + ^ 


dy 


du 


§1 - -M lnx + 
dz 1* ln x ^ 


d(p 

dv 


Atunci x%L + + -z|| - - f{x,y,z) = ^(lnz + 1 )+x<p{u,v)~ 

~V d ^-z^i-Jlnx + y ^-flnx + z^~^-flnx-x^v) = 
= 0 □ 


11. Sa se arate ca daca <p §i ij) sunt functjii de doua ori derivabile, atunci 
functia fix, y) = y n ip (”|j + y 1 ~ n y (jj verifica relajia 

* 2 0 + 2 *y£k + ^0 = n( - n ~ 


Solute. Notam u = | §i calculam derivatele de ordinul I §i II: 

df_ _ ..n-ld<p J_ „.-n<ty 
dx y du 1 * du 

,n-l dip 


= -vy* + ny n V(^) -xy n l -£ + (1 - n)y n Tp(u) 


d£ _ TV n-2di£ 
dy du 

d 2 f _ 7; n—2 d?ip >„n-\d 2 ip 
dx 2 y d/ur y du 2 

S = + (* ■- l )y n ~ 2 t - *y - n - 2 \& - 

0 = r 2 t/ n -4§ - (n-2)rr?/ n “ 3 g -nxy n ~ 3 ^ +n(n- l)y n ~ 2 (p(u)+ 
+x 2 y~ n ~ 3 0 + (n+ l)x'sT n ~ 2 ^j - (1 -n)xy n ~ 2 ^ +n(n- l)sT n “ V’M 
Inlocuind avem: 

* 2 0+2^1^ V0 = (* 2 y’*- 2 -2x 2 v’>- 2 +x 2 y»- 2 )||+( : r 2 v-"-i- 
—2x 2 y" n-1 +x 2 y~ n_1 )^+[2(n—l)xy n_1 —2nxy n-1 —(ri—2)xy n-1 ]^-r 
+ [— 2nxy~ n + (n-f- 1 )xy~ n -\- (n — l)sy~ n ]^ 4- n(n — l)?/ n v?(u) + n(n— 

_l) 2/ n- 1 ^( u ) _ n ( n _ 1) yTlp ^ + y(^j □ 


12. Fie functjia g = x ■ f (|) cu / de clasa C 2 ,x ^ 0, y ^ O.Sa se determine 
/ daca g nu depinde de x. 
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Solufie. Condi^ia ca g sa nu depinda de x este |f = 0. 

Notam a = f, deci g = x ■ /(a). 

Atunci |f = /(a) + x • /'(a) • ff = /(a) + x • /'(a) • (-%) = /(a)- 
-a ■ /'(a) 

Rela^ia |f = 0 revine la f(a)—crf'(a) = 0, deci ~ §i rezulta ca 

In |/(a)| = In |a| + lnC. A§adar /(a) = C- a, unde C este o constants 
arbitrara . □ 


13. Sa se calculeze diferen^ialele de ordinul I §i II pentru func^iile: 

a) /(x, y ) = e x cos y, b) /(x, y, 0 ) = xyz 

Solufte. a) df — |^dx + |^dy = e x cos ydx - e x sin ydy 

© = e x cosy, 0 = -e x cos y, = -e x sin y 

d 2 / = 0dx 2 + 2 -fa^dxdy + 0dy 2 = e x cos ydx 2 - 2e x sin ydxdy- 
—e x cos ydy 2 

b) df = yzdx + xzdy 4- xydz 

9 2l = 9 2l = 2ll = 0 

dx 2 dy 2 <9z 2 

92 f — Z 22l _ X f f - y 

dxdy 5 dydz 5 cteSx * 

d 2 / = 2 zdxdy + 2 xdydz + 2 ydxdz □ 

14. Sa se arate ca pentru /(x, y, z) = yj x 2 + y 2 + z 2 avem d 2 f > 0, V(x, y, z) ^ 

7 ^ ( 0 , 0 , 0 ). 


Qplvtip 21 — _£_ 21 — u 21 — 

*° m% a* “ 5 ~ “ 


-y 2 +z 2 


<9 2 / 

3x 2 


^i 2 +y 2 4-z 2 — j=. 
_ V^' 

I 2 +J/ 2 +Z 2 


(x 2 +y 2 +z 2 )2 


Datorita simetriei func^iei / rezulta 1-4 = —— — ^ 2+x2 — r 

(x 2 +y 2 +z 2 )^ dz (x 2 +y 2 +z 2 )? 

_ —'2xy _ 

d 2 f 2>/i 2 +y 2 -pi 2 _ -xy d 2 / _ -yz d 2 / _ -zx 

0x5y '^ 2 +F+^ _ (x 2 +y 2 +z 2 )i ’ (x 2 -)-y 2 +z 2 ) 2 ! ^ (**+y2+z 2 )l 


d 2 f =--- T [(y 2 +z 2 )dx 2 -f (z 2 +x 2 )dy 2 -r(x 2 -fy 2 )dz 2 — 2xydxdy— 

(x 2 +y 2 +z 2 )2 " 

— 2yzdydz — 2zxdzdx] = — —f—^y|-[y 2 dx 2 — 2xydxdy+x 2 dy 2j f z 2 dy 2 — 
—2 yzdydz + y 2 dz 2 + x 2 dz 2 — 2 zxdzdx + z 2 dx 2 ] = —-— j -[(ydx— 

(x 2 +y 2 +z 2 )2 

-xdy) 2 + (zdy-ydz) 2 -l-(xdz — zdx) 2 ] =4> d 2 f > 0,V(x,y,z) ^ (0,0,0) 

□ 
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15. Sa se calculeze derivatele partlale §i diferentjiala de ordinul n pentru 
functjia f{x,y) = e axJrby . 


Solufte. Putem scrie f{x,y ) = e ax e by astfel c& 


= a k b n ~ k e ax e by = a k b n ~ k f 


dx k dy n-k — » » * ° v j 

d n f = [a n (da:) n +C'ia n - 1 6(da;) n - 1 dy+.. .+C£5 n (dy) n ]/ 
4 -bdy) n 


= a k e ax e by §i 

_ e oat+6i/^ a ^ a; _|. 

□ 


16. Folosind diferen^iala unei func^ii de mai muite variabile, sa se calculeze 
^(1,04) 3 +(1,96) 3 . 


Soluble. Consideram func^ia f(x,y ) = \/:r 3 + y 3 

Avem f(x,y) ~ /(rc 0 ,2/o) d- (rr — x 0 )(iro, 2/o) -f- (2/ — 2/o)(^o, 2/o), deci 


V^ + l/o+ J70T3^ 


(x - x ° )+ vfe (!/ “ !,o) 


V ■ - V u ' ^( X g +y 3 )2 v - </(^S) 2X ' 

Daca luam x = 1,04, y = 1,97. xq = 1, yo = 2 §i facem calculele, gasim: 
^(1,04)3 + (1,96)3 ~ 1,94 D 


17. Fie fundjia 


ffav) = 


=, daca (.x, y) ^ (0,0) 
r 

daca (x, y) = (0,0) 


Sa se demonstreze ca f este continua , are derivate partjiale de ordinul 
intai §i nu este diferen^iabila in origine. 


Solufie. Avem \f(x i y)\ < |x|. deci liin f(x,y) = 0. Rezulta ca 

(*,«)-» (o,o) 

/ este continua . 

Evident ca in orice punct ( x,y) (0,0) func^ia are derivate par^iale 

de ordinul intai. Studiem existen^a lor in origine cu definilpa: 

K(M) = = 0.Analog g£(0,0) = 0 

Demonstam ca f nu e diferentiabila in origine.Daca ar fi , atunci ar 
trebui ca 

fix, y) - /(0,0) - §£(0,0)(x - 0) - §£(0,0)(y - 0) 

lim - . ■. = - 2 -= 

(®,y)-* (o,o) tJx 2 + y 2 

= lim ■ - - 2 - = 0, dar 

(*,»)-* (0,o)x 2 + y 2 

,. zy rn ^ 

lim -s- 0 = l lm ~Th, -oT — n-O 1 0 □ 

(z,y)-» (0,0) X- 2 + y 2 *-» 0,y=mia? 2 (1 + m 2 ) 1 + m l 



6.2. PROBLEME REZOLVATE 


125 


18. Fie functjia 

/(®.y) = { q 


x 2 + y 2 ) sin daca (x, y) ^ ( 0 , 0 ) 

daca (x,y) — ( 0 , 0 ) 


Sa se arate ca / este diferenljiabila in origine §i nu este de clasa C 1 pe 
R 2 . 


Soluiie. Calculam derivatele par^iale de ordinul I: 


0 / = 

f 2xsmjq^ 

2x 1 

x' 2 -j-y 2 +t/ 2 5 

daca (x } y) ^ ( 0 , 0 ) 

dx 

l o, 


daca (x, y) = ( 0 , 0 ) 

dj_ = 



daca (x,y) ^ ( 0 , 0 ) 

dy 

1 °. 

daca (x, y) = ( 0 , 0 ) 


Evident ca derivatele par^iale de ordinul I sunt continue in orice punct 

df 

{x,y) 7 ^ ( 0 , 0 ), dar in origine nu sunt continue, deoarece lim — 1 -(x, 

(x,y)-> (o,o) dx 

nu exista (se folosesc coordonatele poiare). A§adar, / nu e de clasa C 1 
pe R 2 . 

Studiem diferen^iabilitatea in origine: 

f(x, y) - m 0 ) - ( 0 , 0 )(s - 0 ) - % ( 0 , 0 ) (y - 0 ) 


lim 

(*>»)-* (o,o) 


1 


•J- 


x i -f y 


2 


— lim yjx 2 +; y 2 sin —r- x = 0 

(o,o) x 2 + y 2 

Rezulta ca / e diferen^iabila in origine. 


□ 


19. Fie func^ia 


f(x,y) 


xy sin , daca (x.y) ^ (0, 0 ) 

0 , daca (x,y) = ( 0 , 0 ) 


(a) Sa se arate ca / este de clasa C 1 pe R 2 ; 

(b) Sa se arate ca / are derivate par^iale mixte de ordinul II in orice 
punct §i sa se calculeze §i in origine; este func^ia f de clasa 
C 2 pe R 2 ? 


Soluiie. (a) Derivatele par^iale de ordinul I sunt: 


0 / 

dx 


ys inf^ + 


0, 


4 x 2 y 3 
(x 2 +y‘ 2 ) 2 


x 2 

COS ZT 


-y* 


x*-t-y 


72) 


daca (x, y) ^ ( 0 , 0 ) 
daca (x,y) = ( 0 , 0 ) 
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x sin + cos F+P» daca (x, y) ( 0 , 0 ) 


daca (x, y ) = ( 0 , 0 ) 


Rezulta ca §i ^ sunt continue pe H 2 , deci / e de clasa C 1 pe 1R 2 . 

(b) Evident func^ia are derivate par^iale de ordinul II in orice punct 
(x,y) 7 ^ (0,0). Studiem existen^a derivatelor mixte in origine cu 
defini 1 ;ia; 

q 2 f , n .. x sin 1 . , d 2 f . y sin(-l) . , 

o-4-(0,0)= lim-= sinl; —— (0,0) = lim --= -sml 

dxd y \ > X ^ Q x dydx \ ’ > 0 y 

Functjia nu este de clasa C 2 pe IR 2 ; daca ar fi fost, atunci, cf. Teoremei 
6 .8, cele doua derivate mixte de-.ordinul II ar fi trebuit sa fie egale. □ 


20. Fie 


ffay) = 


xy ■ , daca (x. y) + ( 0 , 0 ) 

0 , daca (x,y) = ( 0 . 0 ) 


Sa se arate ca nu este continua in origine, ^^(0, 0 ) ± J^(0,0) 
§i sa se calculeze diferen^iala de ordinul II in origine. 


Some. % = X ■ g=g + xy ■ = g . j 

—4yx 2 x(x 4 —y 4 )—4x 3 y 2 x 5 — xy 4 — 4x 3 y 2 

JxP+yZp (x^+y 2 ) 2 — (x 2 -ry 2 ) 2 

d 2 / (5x 4 —y* 1 —12x 2 y 2 )(x 2 +y 2 ) 2 —(x 5 —xy 4 -4x 3 y 2 )2(x 2 -|-y 2 )2x 

dxdy — (x 2 +y 2 ) 4 — 

= x6 ~ v> ’( x l+yi- > ~s ’ >x7v ' S , pentru (x,y) ± (0,0) 

„ JC ... <H, nm ,. SjM)-g( 0 , 0 ) j 

Cu defimtia, g^(0,0) = Jim^—- — y -, unde 


(x 2 +y 2 


x 2 -y 2 , 

= x--^Pxy 


«(,.») - lim ^ 

dy' > n ?/ y—> o y 


u y ' ' ' y—> 0 y 

deci rafe(0.0) = >™ 3 = 1 


x—► Ore 


A§adar, 


dxdy 


fay) = 


daca (x, y) ( 0 , 0 ) 
daca (, x , y) = ( 0 . 0 ) 


Studiem continuitatea functjiei J^(x,y) in (0.0): 

3 2 / , ^ v x 6 - y 6 + 9x 4 y 2 - 9x 2 y 4 

lim (x,y) — lim - —z -^- 

(x.y)—> (0,0) 3X0?/ ' *-» 0 ,y-mx (X“ + yC J 

x 6 — m 6 x 6 + 9x 4 m 2 x 2 — 9x 2 m 4 x 4 _ 

x ► 0,y=mx (x 2 + 77r 2 X 2 )^ 
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= 1 ^ 1 = J0O.O), deci func $ ia £^( x ’ y ) nu este 

continua in punctul (0,0) 

Calculara |^(0,0) = liin 9 ^ 0> ^ _ g g ^ 0, °\ unde 


y—> 0 


^^(0,0) = ^^ = -! 

A§adar,0^;(0,0) ^ 0^(0,0) 

Avem d 2 /(0,0) = 0(0,0)cfe 2 -f ^^(0,0 )dxdy + ^00,0 )dydx+ 

+0(°>°) c ^ 2 ’ 

0(0,0)= lim 

|^(x, 0) = lim = 0, deci 0(0,0) = 0 

Analog 0(0,0) = 0 

Atunci d 2 /(0,0) = dzdy — dydx = 0 □ 

21. Sa se calculeze jacobienii transformarilor in coordonate polare, cilin- 
drice §i sferice. 

Soluble. Legatura intre coordonate polare §i carteziene x = p cos 6, 
y — p sin 0 define§te, ca transformare punctuala , aplicatjia 
F: D —> K 2 , F(p, 6) = (pcos#, psin#), unde 
D= {(p,#)/p>0,#e [0,2 tt)} 

cos# — psin# 
sin 9 p cos 9 


Rezulta = det Jf = 


= P 


£(g 2 MI — 
d(pAv>) ~ 


dx 

dx 

dx 


dp 

80 

dp 


dy 

dy 

dy 


dp 

89 

dy 


dz 

dz 

dz 


dp 

89 

dp 



Pentru coordonate sferice x = psin#cos<p ,y = p sin 9 sin <p. z = pcos9. 
p> 0,9 E [0,7r], c p £ [0, 2tt), jacobianul este 

sin# cos ip p cos# cos <p — p sin# sin p 
sin # sin <p p cos # sin <p p sin # cos <p 
cos# —psin# 0 

I L JU UV 1/ 1 

= p 2 sin # 

Pentru coordonatele cilindrice x = pcos#,y = psin#,£ = 2 avem 
D(x>y,z) _ „ n 

SCpTO “ p u 

22. Sa se determine matricea jacobiana a aplica^iei 

F: M 3 \ {z < 0} —» TR 2 ,F(x,y,z) = (xy 2 ,ylnz) in punctul curent. 
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Solufie. Componentele lui F sunt fi(x,y,z) = xy 2 §i f 2 {x y y,z) = 


= y In z §i Jf = 


dh dh dh 

dx dy dz 

<9/2 dj2 dh 

dx dy dz 


y 2 2 xy 0 \ 
0 Inz % ) 


□ 


23. Sa se determine func^iile 2 : = z(x, y) care verifica ecua^ia cu derivate 
par^iale x 2 || + V 2 % = z<2 > folosind schimbarea de variabile 
(x,y,z) 1 —> (u,v,w), unde u = x,v = J - ±,w = \ - ± 


Soluble. 0 metoda consta in a calcula mai intai x , y, 2 in funclpe de 
u,v,w. Se ob^ine x = u,y = . Se calculeaza acum 

derivatele par^iale ale lui u ) v in laport cu x>y: 

du _ -I du _ n dv_ _ 1 _ 1 dv __1_ _ _ ( vaj±1 \2 

dx ’ dy 5 dx v?' dy y 2 \ u J 

dz. __ _d_ ( u \ __ _5_ ( u ^ du \ d_ ( u \ dv 

dx dx \^uu'+l J du J dx ~ r dv \^mu+l J dx {uvjpVp 

dz __ d f u A _ d_ f u \ du . 8_ (dv _ f mi+1 \ 2 dw 
dy dy y wui+1 J du ^icuj+I J dy dv uw+l J dy ^tmi+1 J dv 


Inlocuind in ecua^ia ini^iala ob^inem ^ = 0. Rezulta ca w este o 
functie constants in raport cu variabila u, deci w = f{v), unde f este 

0 functjie arbitrara de clasa C 1 pe R. Rezulta ^ ~ x = f (y ~ x)> de(d 

z(x ' y) = T~Ftf I) 


0 altametoda consta in a calcula = — 7 ? ff + ^ > 7^7 
dz _ ~2 dw * dz = _ z 2dv Se ca i cu ieaza apoi gf = 


7 ? 757, > deci 


dx ~ Z 


dx a? ? dy 


1 dz 
~z? dy 
dw du 
du dx 


□ 


6.3 Probleme propuse 

Q:. Pornind de la definite sa se calculeze: 

© % (i.f) § J daca f{x,y) = e sinxy ; 

b ) x )>daca f( x >y) = V x2 + y 2 - 

c ) x ) §i ^(!) 1)» daca /(®,y) = ln(l + x 2 + y 2 )] 

d ) i(-2, 2 )^(- 2 , 2 ) §i ^(-2,2), daca f(x,y) = 

^2 r 

e ) ikk (f > °) > daca f( x -- y) = x sin ( x + v) 

f) ^(1,1) §i ^(3,2), daca f(x,y) = 2x 2 + xy 

R:a ) H (l,f) =0 § i g^Ci^O) = 0 

b ) vdyQ* 1 ) = ~i71 
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c ) !) ~ 3 §* C 1 * 1 ) - i 

d) H( _2 > 2 ) = “f > |y ( _2 > 2) = I §i ^^(-2,2) = -§ 

f) ||( 1 ,1) = 5 §i |^(3 } 2) = 3 

© Sa se calculeze derivata funcjiei f(x,y, z) = xy + yz + zx, in punctul 
M(2,1,3), dupa direc^ia MN , unde jV(5,5,15). 

R: Cosinusurile directoare ale direc^iei MN sunt cos a = cos (3 = 
= ^jcos 7 = ±§. Ofyinem % = f| 

3’, Fie /: IR , 3 —> IR 3 , f(x, y , z) = (x 2 - yz, y 2 - zx, z 2 — xy) §i fie /i = 

= ( 1 , 2 , 1 ). Sa se calculeze derivata dupa direc^ia h a func^iei / in 
punctul ( 1 , 1 , 2 ). 

R: f ( 1 , 1 , 2 ) = (-3,1,1) 

(_4. Sa se calculeze derivata func^iei /(x,y) = 5x 2 — 3x — y — 1, in punctul 
M{ 2,1), dupa direc^ia MN, unde N( 5,5). 

R: Avem cos a = |, cos/? = |, deci J = y 

Q3, Sa se calculeze derivata func^iei /(x, y, z) = 2 x 3 — 3y 2 + 6 xyz, in punc¬ 
tul M(l, 1 , 0 ),dupa direc^iile axelor de coordonate, apoi dupa direc^ia 
MN,N( 4,-2,3). 

R: Dupa direc^ia MiV: 

cos a = — cos 6 = cos 7 = ^=, deci ^ — 6\/3 


6. Sa se calculeze derivata func(iei /(x,y, z) = arcsin 


\/ x 2 +y : 


= , in punctul 


M(l, 1, l),dupa direc^ia MN, unde N(2, 3, —2). 

R. £ _ _9\/l4 

rv * dl ” 14 


CJ. Sa se calculeze derivata func^iei /(x,y,z) = x 2 + y 2 4- z 2 , in punctul 
M(l, 1,1), dupa direc^ia 1(1, 1,1) 

R: | = 2V^ 


(J$. Sa se calculeze derivatele par^iale de ordinul intai pentru urmatoarele 
func^ii: 

@) f(x, y) = e x ~ y2 \ b) f(x, y, z) = e* 2+y2 sin 2 z; 
c) f(x,y) = 3yarctggJ,xy ^ 1; d) /(x,y,z) = x y ~,x,y > 0 

R:a) % = = 

b) = 2x sin 2 ze s2+y2 , = 2y sin 2 ze l2+2/2 , = 2 sin z cos ze x2+?/2 
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c) || = yarctg 

% = ZMrctg T+y + xy Ux +f +xiyi 

d) |j = V z x y2 ~ 1 ,^ = x y ‘zy‘~ l lns.|^ = taxing/ 


9. Sa se calculeze derivatele par^iale de ordinul doi pentru urmatoarele 
func^ii: 

a) /(z, 2 /) = ln(x4-y 2 ); b) /( x.y ) = x 3 +xy; c) f(x,y , 2 :) = ln(x+y+*) 


R: a) 



1 

(x+y 2 ) 1 fly 2 


2(x—y 2 ) a 2 / 

(x+y 2 ) 2 ’ flxfly 



2 ?/ 

(x+y 2 ) 2 


1 

(x+y+z) 2 


10. Fie A*/ = (||) +(||) +(||) §iA/ = 0 + 0 + 0 (numitop- 

eratorul lui Laplace sail laplacianul funclpei /) . Sa se calculeze 
A*/ §i A/ pentru func^iile: 


a) f(x , y,z) = x 3 + y 3 + z 3 - 3xyz; b) y(x, y, z) = 

R: a) A*/ = 9 [(x 2 -yz) 2 4 -(y 2 -x 2 :) 2 -l-( 2 : 2 -xy) 2 ] §i A/ = 6{x + y + z) 

b) A*y = - ^ - 2 + P 'F A 5 = 0 


11 . Sa se calculeze §i pentru f(x,y ) = < l p('u(ar,y),u(x,y)), unde: 

a) / = v), u{x. y)= x + y , u(x, y) = x 2 + if 

b) / = ^(u,u),u(x,y) = x 2 - y 2 ,u(x,y) = e xy 

**% = % + *% 

££ — _i_ Oo.ilv 

dy du * y dv 

b ) H = 2a: ls + 


£se 


fly — ^yihi + XV dv 

12 . Fie / = f(u } v), unde u = xy,v = f. Sa se calculeze t&, S. 


0 a ; 2 ; > ch / 2 


t>. d 2 / _ u&LL , o fl 2 / _j_ v fl 2 / 
XX ‘ 5x 2 ~ — ^ 


t! 3u 




n ai/' 


a 2 / _ 7 .a 2 / 

dxdy a du 2 


£d 2 f 
u dv^ 


§1 

du 


vd£ 
u dv 


§ff = ,,,,£!/ _ oi; 2 -£iL _l *!£!/ j. 24 d£ 
dy^ du 2 dudv ' u Si; 2 1 it 0v 


13. Sa se calculeze expresia E = ^ 4 - 4 - daca f(u, v ) = 

= ln(ii 2 4- u 2 ), unde u{x,y ) — xy §i v(x,y ) = x 2 — y 2 . 

R: E = [— 6 (x 6 — 2 x 4 y 2 — 2 x 2 , y 4 4 y 6 ) 4- 4xy(x 4 4- y 4 — 4x 2 y 2 )]- 
•(x 4 + y 4 — x 2 y 2 )~ 2 
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Sa se calculeze 0,daca / = f(u,v), unde u(x,y) = x 2 +y 2 

§i v(x,y ) = xy 



W qy Q^i -r^xy-^ 



15. Sa se arate ca func^ia /(x, y) = p>{x - ay) -f ip(x 4 - ay), unde func^iile 

p §i 'ip admit derivate de ordinul doi, satisface ecuatla coardei vibrante 

d 2 f_ n 2d*f 

du* - a Ex 1 


16. Sa se arate ca func^iile urmatoare verifica ecua^iile indicate: 

a ) /O, y) = w{x 2 - y 2 ), + = ^ f 

b) f{x,y) = e y ip (ye^ , (x 2 - y 2 )£ + xy §£ = xyf 

<0 f(x,y) = (p(xy) + ^xy'ip(%),x 2 ^-y 2 ^ =0 
d) f(x, y) = xy<p(x 2 - y 2 ), xy 2 g£ 4- x 2 y §£ = ( x 2 4- y 2 )f 


17. Sa se arate ca func^ia f{x , y) = <p (|) 4 - xxp (|), x 0, unde <p, ^ sunt 
functjii de doua ori derivabile, verifica ecuaijia: 



18. Sa se calculeze diferen^ialele de ordinul I §i II pentru func^ia f(x, y, z) = 
cos(x + 2 y + 3 z), (x, y , z) G IR 3 . 

R: df = — sm(x J r2y J t-3z)dx — 2sm(x+2y+3z)dy — 3sm(x + 2y-r3z)dz 
d 2 f = — cos(x + 2y + 3 z){dx 4 - 2 dy + 3 dz) 2 



Sa. se calculeze diferen^ialele de ordinul I §i II pentru func^iile compuse: 

a) F(t) = f{t 2 ,\nt),t > 0; 

b) G(x,y) = g (x 2 ,^j ,y r 0; 


c) H(x, y, z) = h(x + y + z,x 2 -V y 2 4- z 2 ) 

d) u(x, y , z) - l{x y , y z , z x ). x, y, z > 0 

R: a) Notam u = t 2 ,v = Ini §i avem dF = ^2t|^ 4-di 


d 2 F = 4 1 


a&f 

Sit 2 


+ 4 


dudv 


4- 


i a 2 / 

T 2 3u 2 


+ 2 §£~ 


1 Sf 


tr dv 


S eft' 


b) Notam u = x 2 ,v = | §i ob^inem: 
d(7 = (2xfg + Jif) dx - p^dy 
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d>G = (4*»& + 4«£fc + 4,0 + 2^) dx > + 2(2$& 

+pU) dxd y + 


+ 


* 


y 2 5^2 


c) Notam u = x + y + z, v = x 2 + y 2 + z 2 §i avem: 
dH = ^ {dx + dy + dz ) + 2^(xdx + ydy + zdz) 

d 2 H — ^^(dx+dy+dz) 2 +4*^(xdx+ydy+zdz) 2 +4:-^j^[xdx 2 +ydy 2 4 - 
-rzdz 2 + (x+y)dxdy+(y+z)dydz J r(z + x)dzdx]A2^(dx 2 + dy 2j rdz 2 ) 


d) Notam a = x y , f3 = y z , 7 = z 1 §i avem 

du = j| (ya’ y_ M:rIn zd^+J^zy 2-1 dy+yMn ^dz)+|^(z x In zcte+ 
+#z x- 1 dz) 


20. Folosind diferen^iala unei func^ii de mai multe variabile, sa se calculeze 
(1,03) • (2,02 ) 2 • (3,05) 3 . 

R: Se considera functjia f(x , y, z) = xy 2 z 3 ,x = 1,03. y = 2 ,02, z = 

= 3,05, a ? 0 = 1,2/0 = 2, z 0 = 3 .Atunci (1,03) • ( 2 , 02) 2 ■ (3, 05) 3 ~ 118,8 

21 . Sa se studieze diferen^iabilitatea funct-iei /: R 2 —* R 


/O&.y) 


1—cos(x 2 +y 2 -l) 
x^+y 2 —1 5 

0 , daca x 2 + y 2 = 1 


daca £ 2 + y 2 7 ^ 1 


R: / este diferen^iabila in puncte de forma (cos a, sin a), deci pe R 2 , 
cf. Teoremei 6.2. 

22 . Sa se determine matricea jacobiana a aplica^iei F : R 2 —> R 2 . 

F{x,y) = {x + y 2 ,xe y ). 


R: Jp = 


1 2 y \ 

e y xe y J 



Capitolul 7 


Extremele locale ale 
func^iilor de mai multe 
variabile. Func^ii implicite. 
Extreme cu legaturi 

7.1 No^iuni teoretice 

Definitpa 7.1. Fie /: A —> Ft o func^ie definita pe un deschis A c !R n . Un 
punct a 6 A se nume§te punct de extrem local al lui / daca exista o bila 
B(a, r) C A unde diferen^a f(x) — f(a) axe semn constant; mai precis, punc- 
tul a = (i a \,..., a n ) se nume§te punct de minim (respectiv maxim)local 
al lui / daca pentru orice punct x = (xi,..., x n ) din acea bila avem 
f(x) > f(a) (respectiv f(x) < f(a)). 

Definitia 7.2. Un punct a € A se nume§te punct critic (sau stationar) 
pentru func^ia / daca / este funclpe diferen^iabila in punctul a §i , in plus. 
df(a) = 0 . 

Teorema 7.1. (teorema lui Fermat) Daca funcfia f este diferenjiabila 
intr-un punct a £ 1 , care este punct de extrem local al lui f, atunci acest 
punct este critic pentru f. 

Observa^ia 7.1. Reciproca teoremei 7.1. este falsa . De exemplu.luam 
A - R?J(x,y) = xy §i a = (0,0). Evident §£(a) = §£(a) = 0, deci df{a) = 
= 0, adica a este punct critic pentru /. Dar diferen^a /(x, y) — /(0,0) = xy 
nu are semn constant in nici o bila centrata in origine, adica (0,0) nu e punct 
de extrem local pentru /. 

Corolarul 7.1. Daca f este o funcfte de clasdC 1 pe un deschis 
A C IR n , atunci extremele locale ale lui f in A se aflaprintre soluftile situate 
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in A, ale sistemului 

~Q~ (#1 , . . • 5 Xfi ) 0 , . . . , (*^1 ) * • • 1 • X Tl) 0 

In continuare. vom da condi^ii suficiente de extrem (Teorema 7.1 §i Coro- 
larul 7.1 dau numai condign necesare de extrem!). In prealabil este necesar 
analogul multidimensional al formulei lui Taylor. 

Daca f\A—> R este o func^ie de clasa C P (A), unde A C IR n este o 
mul^ime deschisa §i daca fixam un punct a = (ai,..., a n ) E A, se noteaza 
T a (x) = (x i - ai)|^(o) + ... + (x n - a n )-^(a)yx E A. Fie 
2 < k < p } puterea simbolica a polinomului T a (x), ob^inuta aplicand 

formula tip binomul lui Newton, cu conven^ia de a inlocui (&«) cu 

{MS a )) k 1 m etc - 

Teorema 7.2. (formula lui Taylor) Fie /, A, a ca mai sus. Alegem r > 0 
astfel meat B(a,r ) c A. Atunci pentru once x E B(a,r ) exista un punct 
£ E [a,x] astfel meat 

1 

-^- 1 -- 


f ( X ) ~ f( a ) + JiTa( X )+y [ T a( x )}^ + - • •+ ^ 




unde in puterea simbolica [T* (x)j derivatele de ordinp sunt calculate in 

punctul 


Observa£ia 7.2. Formula din Teorema 7.2 este numita uneori dezvoltare 
pana la ordinul p — 1 a lui /m jurul punctului a (sau dupa puterile 
lui xi - oi, ... ,x n - a n ). 

Observa^ia 7.3. Fie / o funcljie de clasa C 00 intr-o vecinatate a unui 
punct a E H n ; func^iei / i se poate asocia ”seria Taylor” in punctul a 

yZ ^ 7 [T a (a;)l (p) - /(a) + 7 : T a (x) + i[T a (x)] (2 ) + .... Daca aceasta serie 
L —'p! ‘ 1 ! z! 

p> 0 

este punctual convergenta §i are suma f(x) in vecinatatea lui a, se spune 
ca / este analitica reala in punctul a. Func^iile analitice au proprieta^i 
remarcabile §i sunt utilizate in electrotehnica , in mecanica cuantica etc. 


Corolarul 7.2. Daca f E C P (A),A C R 71 deschis, atunci in vecinatatea 
oricarui punct a £ A are loc formula 

/(*) = /(a)+Yjr 0 (x)+i[r ( ,(x)] (2 >+...+'j— ^[TeWl^-^+odlas-of- 1 ) 

Corolarul 7.3. Fie A c R 2 un deschis §i f: A —> IR 0 funciie de clasa 
C 2 (y4), atunci pentru orice punct (x,y) din vecinatatea unui punct fixat 
a = (xq, 2 / 0 ) ^ A, are loc formula 


f( x ,y) = f{ x (h Vo) + ry 


(x ~ So) 



+ (y - yo) 

0 
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2 ! 


(i - x ° )2 (S). +2(x - xMy - yo) (fi ) f +{y - yo)2 (SO, 


unde £ este un punct situat pe segmentul ce une§te a cu ( x,y),adicd exista 
0 < 6 < 1 astfel meat 


£ — ((1 — 0)x 0 + Ox, (1 — 6)yo + Oy) — (20 -f 0(x — £o), Vo + &(y ~ yo )) 

Teorema 7.3. Fie fiA-^TRo funefie de clasa C 2 pe un deschis A C R 2 . 
Fie a un punct critic al lui f (adica df(a) = O). Daca forma patratica 
d 2 f(a) este pozitiv dejinita (respectiv negativ definita ), atunci a este punct 
de minim (respectiv maxim) local pentru f. 

Metode de determinare a extremelor unei funct;ii de mai multe 
variabile 

1) 1) Se determina punctele critice din sistemul 

-^-{x 1 ,...,x n ) = 0,...,-^-(x 1 ,...,x n ) = 0 

Fie a — (ai,.... a n ) un astfel de punct critic. 

2) Se scrie matricea hessiana H = ( a )) 1<: . 

3) Se determina valorile proprii ale matricei H. 

Daca toate valorile proprii sunt strict pozitive, atunci a este punct de 
minim local. 

Daca toate valorile proprii sunt strict negative, atunci a este punct de 
maxim local. 

Daca unele valori proprii sunt strict pozitive §i altele strict negative, 
atunci a nu este punct de extrem (se nume§te punct §a). 

Daca 0 se afia printre valorile proprii,atunci studiem separat semnul 
diferentei f(x i,.... x n ) — f(a i,.... a n ) cu ajutorul dezvoltarii Taylor. 

II) Cazul n= 2: 

1) Se determina punctele critice din sistemul || = 0, = 0. 

Fie a = ( 01 , 02 ) un astfel de punct critic. 

x o2 i* o2 i* 

2) Calculam r 0 = ^(ai,a 2 ),so = g^(ai,a 2 ),t 0 = Q^(ai,a 2 ) §i 
d 2 f ((ai,a 2 )(dx, dy) = rodx 2 + 2sodxdy + tody 2 

Dacaro > 0,rofo — $0 > 0. deci d 2 f (( 01 , 02 ) (dx.dy) > 0, atunci a e punct 
de minim local. 

Dacar 0 < O,r 0 £o-So > 0> deci d 2 f((a\,a 2 )(dx,dy) < 0, atunci a e punct 
de maxim local. 

Daca roto - s 2 < 0, atunci d 2 f (( 01 , 02 )(dx,dy) nu pastreaza semn con¬ 
stant, deci a nu poate fi punct de extrem local. 
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Daca ro^o—«o = 0) atunci d 2 /((ai, a,2)(dx, dy) e semidefinita, deci pentru 
a stabili daca a este sau nu punct de extrem studiem semnul diferen^ei 
f(xi,X2) — f(a ' 1 .& 2 ) cu ajutorul dezvoltarii Taylor. 

Ill) Fie K C R n o multime compacts, §i / 0 func^ie de cias& C 1 pe 
un deschis care confine K. Extremele globale ale lui / pe K sunt atinse in 
puncte din K. Daca aceste puncte apar^in interiorului lui K, Int (K), atunci 
ele sunt in mod necesar puncte critice §i pot fi determinate aplicand teorema 
lui Fermat.Daca ele nu apar^in lui Int (K), atunci ele aparijin frontierei lui 
K, Fr (K) §i sunt necesare alte metode pentru determinarea lor (de exemplu. 
metoda multiplicatorilor lui Lagrange ce va fi dezvoltata ulterior). 


Teorema 7.4. (Teorema functiilor implicite) Fie $1 (x, y),..., $ m (x, y) 
m functii cu valori reale de cate n + m variabile reale x = (a?i,..., x n ), 
y = (y\,... ,y m ), pe care le presupunem de clasa C 1 pe un deschis U din 
]R n+m .Fie M = {( x,y ) G Uj$i(x.y) = 0,.. . ,§ m {x,y) = 0}. Presupunem 
ca intr-un punct ( a,b ) G M c R n+m avem ^^~^-(a,b) 7 ^ 0. Atunci 
exista un deschis A C R n , un deschis B C R m §i 0 funcjie ip: A —> B 
de clasa C l astfel meat a G A,b e B,b = <p(a),A x B C U §i,in plus, 
M D(Ax B) sa coincida cu graficul lui <p, adied 
{(x,y) G A x B/$i(x,y) = 0= 0} = {{x,(p{x)/x G A} 

Consecin^e ale teoremei functiilor implicite 

1) Fie Fix , y ) o functie de clasa C 2 pe un deschis U C R 2 §i (a, b) G U un 
punct astfel meat F(a , b) = 0 §i |£(a, b ) 7 ^ 0. Atunci, cf. Teoremei 7.4,exista 
o functjie y = y(x) de clasa C 2 intr-o vecinatate W a lui a (numita §i func^ie 
implicita definita de relatia F{x,y) = 0 ) astfel incat F(x,y{x)) = 0 in 
orice punct x G W. Cum func^ia y exista , se pot calcula derivatele de 
ordinul I §i II in punctul curent din W, derivand relat;ia F{x,y{x )) = 0 in 
raport cu x , conform regulii de derivare a functiilor comp use: 


dF . 8F , n 
dx + dy ' V ~ ° 


(7.1) 


Derivand din nou in raport cu x relays (9.1) se obtine 


d 2 F d 2 F , , ( <9 2 F d 2 F 

dx 2 + dxdy ^ ^ \dxdy + dy 2 ^ / 


dF 

dy 


y" = 0 


(7.2) 


0, = 0 se numesc puncte singulare pentru curba 


Din relatiile (7.1) §i (7.2) se determina y 1 ,y" in punctul curent (din W ). 
Punctele in care ~ n — — 

F{x,y) = 0 . 

Extremele functiei implicite y = y(x) definita de rela^ia F{x , y) = 0 se 
determina punand conditia necesara y' = 0, adica rezolvand conform (7.1) 
sistemul 

dF dF 

F{x,y) = 0 , — (x.y) = 0,—{x y y) 7^0 


dx 


dy 


(7.3) 
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Pentru precizare, este suficient de aflat semnul lui y" in fiecare din 
punctele critice (in ipoteza ca y" este nenui acolo); din relatla (7.2) rezulta 
ca 

d 2 F 

y" — —-ff-- Geometric, determinarea extremelor func^iei implicite y = y{x) 

dy 

revine la aflarea punctelor de ordonata maxima §i minima situate pe curba 
F{x,y) = 0. 

2) Fie F: U —» 1R o func^ie de clasa C 2 pe un deschis U C 1R 3 . Rela^ia 
F(x, y.z) — 0 defme§te local, in condi^iile Teoremei 7.4, o func^ie z = z(x. y) 
astfel meat sa aiba loc identitatea F{x,y,z(x.y)) = 0. De§i in general 
aceasta func^ie nu se poate explicita efectiv, se pot calcula f§»> f^l s fpr ; , 

derivand rela^ia F(x , y, z(x, y)) = 0 in raport cu x, y §i ob^inem 


dz 

dx 


f 

r °v 


dF 

dy 

dF 

dz 


(7.4) 


Pentru a determina extremele locale ale functjiei z(x, y) este necesar sa aflam 
punctele critice , rezolvand sistemul F(x.y,z ) = 0, ^ = 0, ^ = 0, 

^ 0, apoi sa aflam semnul expresiei — Sq etc. Geometric, aceasta revine 
la a determina punctele de cota maxima sau minima situate pe suprafat;a 
F(x,y,z) = 0. 

3) Fie F(x, y , z), G(x, y, z) doua functjii de clasa C l pe un deschis U din 
IR 3 . Sistemul de rela^ii F{x ) y.z) = 0, G(x, y, z) — 0 poate fi rezolvat in 
raport cu y §i £ §i sunt definite,in condi^iile Teoremei 7.4, functii y{x),z{x) 
(de exemplu.in vecinatatea oricarui punct (a, b, c ) 6 U unde F(a, 6, c) = 

= 0 , G(a, b, c) = 0 , (ft) b, c) ^ 0). Pentru calculul derivatelor y'(x), z!{x) 

nu se deriveaza y. z in raport cu x (pentru ca acestea nu sunt explicitate efec¬ 
tiv), ci se deriveaza in raport cu x relafiile initiate care au definit y(.x), z{x)\ 


atunci rezulta §£ + §~ * y' + If * z' = 0, • y' + • z' = 0, de unde, 


dz 


dx ‘ dy 


dz 


cu ajutorul regulii lui Cramer, ob^inem y',z'. 

Defini^ia 7.3. Fie f(x,y),x = (xi,..., x n ), y = (yi,.. • ,y m )J'- U -* IR 
o func^ie de n + m variabile reale,cu valori reale,de clasa C l pe un deschis 
U C IR n+m (numita func^ie-scop sau func^ie-obiectiv). Presupunem ca 
exista m ’’legaturi” intre variabilele x,y, adica m rela^ii de forma 


9i (£, y) = 0,..., g m (x , y) = 0, gi: U -> K (7.5) 

de clasa C l (U),l <i <m. Fie M = {(x,y) E U/gi(x,y) = 0,1 < i < m} 
mul^imea punctelor din U care verifies, legaturile (7.5). 

Se nume§te punct de extrem local al func^iei / cu legaturile (7.5) 
orice punct (xo, yo) <S M pentru care exista o vecinatate W C U astfel incat 
diferen^a /(x, y) - /(xg,yo) sa aiba semn constant pentru orice 
(x, y) E M n W. 
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Teorema 7.5. (Lagrange) Cu nota$iile de la inceput, presupunem ca (xo,yp) 
este un punct de extrem local al lui f cu legaturile (7.5) §i ca 


■^(pl > • • • ) 9rn) 
F(yii • • ■ j Vm) 


(£o,2/o) 7 ^ 0 


(7.6) 


Atunci exista m numere reale (numite multiplicatori Lagrange) 

astfel incat considerand functya F = / + Aiyi +... 4- A m gm> punctul (zo> Vo) 
sa verifice in mod necesar sistemul de n + 2m ecuaiii 


dF 

dxj 


dF 

— 0, -r — = 0, gi = 0(1 < j < n, 1 < k < m, 1 < l < m) 
opk 


(7.7) 


cu n + 2 m necunoscute A, x, y. 


7.2 Probleme rezolvate 

1. Folosind polinomul Taylor de gradul doi, sa se calculeze valoarea aprox- 
imativa pentru \7T(03 • ^/0,98. 

Solufie. Se considera funcfia f(x : y ) = yfxtyy pe care o dezvoltam 
dupa formula lui Taylor in punctul (1,1), pentru h = 0.03. k = —0,02: 

03 • ^0,98 = /(I + /i, 1 + k) ~ /(l, 1) + yr[f£(l> 1 )/i 4- 01, 1)^]+ 
+ i[0(l, l)ft2+2^(l, 1 )hk+^k*} = 1 + i (1.0,03 - | ■ 0,02) + 
+ ^ (-\ • 0,0009 - \ • 0,0006 - l ■ 0,0004) ~ 1,0081 □ 

2. Sa se determine constanta k astfel meat f(x. y) = 5a; 2 + 6 xy + 5 y 2 — 

—16a; — 16y + k sa aiba un minim egal cu 0. 


Solut/ie. Determinam punctele critice din sistemul 

= 10a; + 6y — 16 = 0 
ox 



lOy - 16 = 0 


§i ob^inem (1,1) 

Avem r 0 = 0 = 10,t 0 = 0 ^ 6, s 0 = ^ = 6 


Cum roto — s 2 = 60 — 36 = 24 > 0, ro > 0,rezulta ca (1,1) e punct de 
minim. Valoarea minima a funci;iei este f m in{x,y) — /(1,1) = 0 ==^ 
=>k = 16 □ 
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3. Sa se gaseasca punctele de extrem local pentru funcljiile: 

a) /(*i y) = (x + l) 2n 4 (y - 2) 2m , n, ra 6 IN* 

b) fix, y ) - y A - 8 y 3 4 18y 2 - 8y 4- x 3 - Sx 2 - 3z; 

c ) f{x,y) = sin z • sin y ■ sin(rc 4- y), 0 < x < 2ir, 0 < y < 27r; 

d) f{x , y) = x 4 4 y 3 - 4x s - 3 y 2 4 3 y; 

e ) f(x,y, z) = sin a: 4 sin y 4 sin z - sin(x 4 y 4 z), ( x,y,z ) 6 (0,7r)x 
x(0,7r) x (0.7r); 

f) f{x, y, z) = xy 2 z 2 'ia - x - 2y - 3z), a > 0. ix , y, z) ^ (0,0,0) 
Solufie. a) Punctele critice sunt date de soluble sistemului 

— = 2n(x + 1) 2 ” -1 = 0 

^ = 2 m(y - 2) 2 ”- 1 = 0 
ay 

Obtjinem punctul M(—1,2). Deoarece rot'o—= 0, vom studia. semnul 
diferen^ei fix, y) - /(—1,2) = ix 4 l) 2n 4 (y — 2) 2m > 0, deci M este 
punct de minim 

b) Punctele critice sunt date de soluble sistemului 

= 3x 2 — 6a; — 3 = 0 
ox 

^ = 4y 3 - 24y 2 4 36y - 8 = 0 
ay 

u 

Ob^inem punctele: 

Mi(14\/2, 2),M 2 (l4\/2,24V3),M 3 (14\/2,2-V3),M4(l-V / 2,2), 
M 5 (l - \/2,2 4 V3), M 6 (l - 2 - V3) 

Deoarece 0 = 6z - 6, = 0. 0 = 12y 2 - 48y 4 36 avem: 

pentru Mi,ro^o — Sq = — 72\/2 < 0, deci Mj nu este punct de extrem 

pentru M 2 ,roto — s 2 = 144\/2 > 0,ro = 6\/2 > 0, deci M 2 este punct 
de minim 

pentru Mz,r$to - s 2 = 144\/2 > 0,ro = 6\/2 > 0, deci M 3 este punct 
de minim 

pentru - Sq = 72v / 2 >0,7-0 = -6\/2 < 0, deci M4 este punct 

de maxim 

pentru M^soto - Sq = —144 \/2 < 0, deci M5 nu este punct de extrem 
pentru Mg,roto — Sq — -144\/2 < 0, deci Mg nu este punct de extrem 
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c) Punctele critice sunt date de soluble sistemului 

r\ r 

— = cosa;-sirij/'Sin(a;+y)+sin2:'Siny'Cos(a;+i/) — siny*sin(22:-{-y) = 0 
ox 

O r 

— = smx-cosy-sm(x+y)+sinX‘Smy’COs(x+y ) = sinx-sm(x+2y) = 0 
oy 

Ob^inem punctele Mi( 7 r, 7r), M^f, |). 

Deoarece 0 = 2siny • cos(2x + y), ^ = sin 2(x + y), 0 = 

= 2 sin 2 ; • cos (a? -I- 2 y) avem: 

— pentru M\ ,roto — Sq = 0 §i nu putem spune nimic. 

Vora folosi formula lui Taylor.Deoarece diferen^ialele de ordin unu §i 
doi sunt nule, trebuie sa consideram in formula lui Taylor termenii de 
ordin superior: 

0 = 5r[(^-^) 3 0(7r,7r)d-3(a:-7r) 2 (y-7r)0^(7r ) 7r)+ 
+ 3 ( 2 : - 7r)(y - tt) 2 J0(t r, tt) + (y - 7r) 3 0(7r, ir)} = ^[6(s - 7r) 2 (y- 
— 7 r) + 6 ( 2 : — 7r)(y — 7r) 2 ] ce ia §i valori pozitive §i vaiori negative intr-o 
vecinatate a lui (7r,7r), deci Mi nu este punct de extrem. 

— pentru M 2 ,roto — s o = f > 0,ro = —\/3 < 0, deci M 2 este punct de 
maxim 

d) Punctele critice sunt date de soluble sistemului 

— = 4x 3 - 12x 2 = 0 

OX 

^ = 3 j / 2 - 6 !/ + 3 = 0 

oy 

Ob^inem punctele Mi(0, 1 ),M 2 (3, 1 ) 

Deoarece 0 = 12z 2 - 242:, - = 0, 0 = 6 y - 6 avem: 

pentru Mi,ro£o — Sq = 0. E necesar studiul diferentjei f(x,y ) — /(0.1) 
in vecinatatea lui Mi, cu formula lui Taylor. Ob^inem 
/( x, y) - /(0, 1 ) = x 4 - Ax 3 + (y - l) 3 . 

Aceasta expresie are semn variabil in vecinatatea lui Mi, fiind pozitiva 
in punctele ( 0,1 + A) cu A > 0 §i negativa in punctele (0,1 - A) cu 
A > 0. A§adar, M\ nu este punct de extrem (e punct §a) 

Analog pentru M 2 . Se dezvolta f(x>y) — /(3,1) in jurul lui M 2 , adica 

dupa puterile lui x — 3 §i y — 1 §i dupa calcul rezulta 

/(•£, y) ~ /(3,1) = 18 ( 2 ; - 3 ) 2 + 8 (x - 3 ) 3 + (x - 3 ) 4 + (y - l ) 2 = 

— (x — Z) 2 (x 2 + 22 : + 3) + (y — l ) 2 > 0 , deci M 2 este punct de minim 

e) Punctele critice sunt date de soluble sistemului 
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f) f 

— = cos y - cos (a? + y + z) = 0 
ay 

df 

— = COS z - cos(x + y + z) — 0 

Se observa ca avem cos a; = cos y = cos z = cos(x 4- y -j- z). Aceasta 
implica x — y = z in intervalul de definite. Inlocuind aceastS. relate 
in una din ecualjii , ob^inem cosx = cos3x sau —2sinx • sin2x = 0 
rezulta x = deci avem un singur punct critic M(|. f, f) 

Avem 0 - - sinx+sin(x+y+z), 0 = - siny+sin(x4-y+*)> 0 = 
= -sinz + sin(x + y + z),^ = ^ = sin(x + y + 2 ) 


Scriem matricea hessiana 

'- sin x 4- sin(x + y 4- z) sin(x 4- y 4- z) 

H—\ sin (x + y + z) -siny + sin(x 4- y 4- z) 


sin(x 4 y 4- z) \ 
sin(x tJ/tz) 

sin(.x + y + z) sin(x + y 4- z) - sin 2 4- sin(x + y 4- z)J 

-2 -1 -1 


Atunci H{M) = j —1 —2 —1 

-1 -1 -2 


-2 -1 

-1 -2 


= 3 > 0, A 3 = 


Avem Ai = —2 < 0, A 2 = 

= —4 < 0 

A§adar, M este punct de maxim local, 
f) Punctele critice sunt date de soluble sistemului 


-2 -1 -1 

-1 -2 -1 

-1 -1 -2 


= y 2 2 3 (a — x — 2 y — 3 z) — xy 2 z 3 = 0 

CJ2L 


— = 2 xyz 3 (a — x — 2 y — 3 2 ) — 2xy 2 z 3 = 0 

ay 

df 

dz 


= 3 xy 2 2 2 (a — x — 2 y — 3z) — 3 xy 2 z 6 = 0 


2 „3 


Z - - 

2 — 


Rezolvand sistemul gasim punctul x — y 

yr fa a a\ p — -9 • ^ — -6-4 — 

M \ 7 1 7 *' 7 J avem fo? — ^ 7° ’ ^ “ D 7^ ’ “ 

_ JiL _ _o . a 5 - JiL - . a 5 _di£_ _ a 2 / . of 

dydx 7^ ’ dzdx 7^ ’ Sydz dzSy 7° 

Matricea hessiana in punctul M este 


In punctul 
a 5 _§V_ _ 

dxdy 




0 a° 

Z ’ 7f 

o a 5 

-3- 

H(M) = 


9 a* 

w ’ 7? 

—6 • — 

° 7? 

-6- 


\ 

q cr 
-d ‘ 7* 

-6 • £ 
u 7° 

-12 


11 
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Ob^inem Ai = — 2 • ^ < 0, A 2 = 


> 0 . A 3 = 


-2 

-2 


O a 5 n a 5 a a° 

‘ 75 —* ' 7 F • yT 

0 a 5 o o u a 0 

^ 1 75 -0 • 7 F -0 1 7 F 

'5 '5 

-3- fs- -6-f, -12-f* 


a° 

7 ? 

a 0 

7* 


0 a" | 

-6-f* 


10 


— 8 • fijr > 


10 


= -18 • < 0 


A§adar, M este punct de maxim. 


□ 


4. Sa se arate ca /: 1R 2 —> 1R, f(x . y ) = (l+e y ) cos x — ye y are 0 infinitate 
de maxime locale §i nici un minim local. 

Solufte. Punctele critice sunt date de soluble sistemului 

Of 

— = —(1 4- e y ) sinx = 0 


dj_ 

dy 


= e y (cos x — 1 — y) — 0 


Din prima ecua^ie rezulta punctele critice Xk — kn, k 6 7L §i din cea 
de-a doua y k = cos x - 1 =*> y k = (—l) fc — 1, k € 7L 

Ob^inem derivatele de ordinul doi: 

= —(1 + e y )cosx. = e y (cos£ — 1 — y) — e y = e y (cosx - 2— 

-y)-^ = - eVsinx 

Avem r 0 = ^i(x k ,yk) = -(1 + e Vk ) cos x k = -(He % ) • (-l) fc ,£ 0 = 

= = e yfc ((-l) fc —2 —(—l) fe + l) = -e yk ,s 0 = j^(x k ,yk) = 

= 0 

Atunci roto — Sq = (— l) k e Vk (l + e Vk ) 

Pentru fc=par, r'oto — Sq > 0, r 0 < 0, deci avem o infinitate de maxime 
locale 

Pentru &=impar. roto - Sq < 0. deci (x k , yk)-, k 6 7L nu sunt puncte de 
extrem □ 

5. Sa se gaseasca extremele funcfiei 

f( ^ f i + f + f + g + u, x,y,z,u> 0 

f(x.y.z,u) = < ~ y 2 u 

\ 0. x—-y = z = u = 0 


Solujie. f{x,y.z,u ) > /(0,0,0,0) = 0 
minim local 


(0.0,0,0) e punct de 


Restricya. lui f la x, y, z.u > 0 este de clasa C°°. Punctele critice ale 
acestei restrictii sunt solutiile sistemului; 

df 11. 

7T~ —-o H-— 0 


dx 


X - y 
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df _ x 1_ 

dy y 2 + z 


d£ 

dz 

df 

du 

Ob^inem punctul (1,1,1,1). 
doi in acest punct: 


y 1 

— —« 4 — = 0 
z l u 


=-o +1 = 0 

Calculam derivatele par^iale de ordinul 


df _ dj_ _ d£_ _ df _ 9 _a/_ _ _df_ _ _d[_ _ _d±_ _ _df_ _ 
dx 2 dy 2 dz 2 dv.? ’ dxdy dydx dzdy dydz dzdu 

- JH. = _1 JJL - jj- - JLL = M-. = _£L = _JjL - n 

dudz 5 dxdz dzdx dxdu dudx dydu d'udy 

Scriem matricea hessiana in acest punct §i aflam valorile proprii din 
ecuatjia caracteristica :(2—A) 4 —3(2-A) 2 +l = 0 cu radacinile Ai ( 2 , 3,4 = 

= 2 =p Cum toate valorile proprii sunt strict pozitive, rezulta 

ca (1,1,1,1) este punct de minim local □ 


6. Sa se calcule ze y 1 , y" pentru func^ia y = y(x) definita implicit de 
ecua^iile In \fx 2 Py 2 — arctg ^ — 1 = 0, x 2 + y 2 ^ 0. 

Soluiie. Fie F(x , y) = \n(x 2 + y 2 ) — arctg | — 1 = 0. Atunci 


4“ y/x^+y 2 2y/x z +y 2 


y = -# = 


'2x— 


i±(il 


?■ 


(“£) 




\/ x^"+V 2 2>/ x 2 +y 2 ^ l + (|f) 


I—X 

2 x 


x+y __ 

y-® ®-y 


„ = (l+y / )(»-y)+(aH-y)(l-y') = ( 1+ f^) (s-I/HQc+P) (H§Q = 

* (?-yF (x-y) 2 

_ 2(x 2 —2xy—y 2 ) 

7. Sa se arate ca daca func^ia 2 — f(x,y) este definita implicit prin 
(y 4- 2 ) sin 2 — y(cc 4 - z) = 0, atunci este satisfacuta ecua^ia 
zsmz^-y 2 ^ = 0. 


Solufie. Avem || = 


y 


dz ___ 


x+z—sin z 


□ 


(y+z) cos z+sin z-y J dy (y+z) cosz+sin 2 - 1 / 

a cffpl 7 dn 7 §Z — t, 2 ^. — y[ zsinz -y( x + z ~ sinz )] _ y\(y+z) sinz-y(x+z)j __ 
^ dx y dy (y+z) cos z+sin z— y (y+z) cos z+sin z— y 


= 0 


□ 


8. Sa se calculeze dz §i d 2 z in punctul Mo(2, 0,1) pentru func^ia 
z = f(x,y) definita implicit prin 2a; 2 4- 2y 2 4 - z 2 — 8 xz — 2 + 8 = 0. 

Soluble. Avem 

dz 8z- 4x dz —4y 

<5x 2z—82—1 ‘ dy 2z— 8x—1 

Derivand aceste rela^ii in raport cu x si y §i ^inand cont ca 2 = /( x. y) 
deducem 
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cfi_z 56z+4—(56x4-8) _ 112(z 2 +2x 2 —8xz— z)— 4 

<9a: 2 (2z—1)~ (2z—8s—l) 3 

_^L _ Mlf- 4 ) _ 32(7 s+1) 

dxdy ~ (2z-8x-l) J2 - (2z-8x—l) 3 

0 2 z _ (—8z+32x+4)(2z—8x—1)—32y 2 
dy 2 (2z-8x-l) 3 

Deoarece |§(Mo) = |^(Mo) = 0,rezulta dz(Mo) = 0. 

Apoi 0(Mo) = = 0, 0 = deci <Pz(M 0 ) = £[(<&)*+ 

+(dy) 2 } 

Alta metoda : 

Diferen^iem rela^ia de definite §i s ob^inem: 

(*)4:xdx+4ydy-r2zdz—8xdz—Szdx—dz = 0 =>• dz = ( &z ~^ d x-4.ydy =>■ 
=^dz(M 0 ) = 0 

Diferen^iind inca o data relaijia (*), observand ca dx §i dy sunt con¬ 
st ante §i dz este o functjie ob^inem 

4 {dx) 2 -r 4 {dy) 2 + 2(dz) 2 + 2 zd 2 z — 8 dxdz — 8xd 2 z — 8 dzdx - d 2 z = 

= 0 => d 2 z = 2g -g x -i [16da;dz - 4(dx) 2 — 4.(dy) 2 — 2(dz) 2 j => 

=> d 2 z(M 0 ) = ^{{dx) 2 + {dy) 2 } □ 


9. Func^iile u = <p(x,y),v = ift(x, y) sunt definite implicit de rela^iile 
u + v = x + y,xu + yv = l. Sa se calculeze gjj, fj. 

Soluble. Derivand cele doua rela^ii in raport cu x obtjinem sistemul 

du | dv _ 

5a; ~ r 5a; 

du dv 

x— + y— = -u 

dx dx 

Rezolvand sistemul ob^inem § = 

Derivand cele doua rela^ii in raport cu y ob^inem sistemul 

du , dv 

5y + 5u 

5u 5u 

x—+y— = -v 

5y 5y 


Soluble sunt §g = S±f,| = S| 

Alta metoda : 

Prin diferen^ierea relatiilor de definite obljinem sistemul 


du + dv = dx -f- dy 
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xdu 4- ydv = —udx — vdy 

cu soluble du = ^~dx 4 ^~dy §i dv = %E*dx 4- 

Deoarece du = 4- §^dy §i dv = ||da; 4- f^dy, prin identificarea 

cu rela^iile de mai sus, ob^inem expresiile pentru gj, gjj. □ 

10. Sa se determine punctele de extrem ale func^iei implicite y = f(x) 
definita prin F(x , y) = x 2 — 2xy 4- 5y 2 — 2a: 4- 4y 4-1 = 0. 


Solufie. Conform (7.3), punctele critice sunt soluble sistemului 

= 2x - 2y - 2 = 0 
ox 

dF 

— = -2x 4 lOy 4 4 £ 0 
oy 

F(x, y) = x 2 — 2xy 4 5y 2 - 2x 4- 4y 4 1 = 0 

Rezolvand acest sistem ob^inem x = l,y = 0§i:r = |,y = — \ 

a 2 F 

Deoarece f"(x) = ~^jr rezulta ca /"(l) = -1 < 0, deci x = 1 e punct 

dy 

de maxim. 

Cum f" Q) = 1 > 0 rezulta ca x = \ e punct de minim. □ 


11. Sa se discute in func^ie de parametrul real a, extremele funci^iei 

x —> y(x) definita implicit de ecualjia F(x, y) = xy 2 — yx 2 = 2a 3 §i 
de conditjia y(2a) = a(l 4- v2). 

Soluble. Conform rela^iilor (7.3), aflam punctele critice din sistemul 

dF 


dx 


{x,y,z) =y - 2xy = 0 


dF 

— (x,y,z) = 2xy-x* ± 0 
oy 

F(x,y) = xy 2 - yx 2 = 2a 3 

Ob^inem solu^ia (a, 2a), a^O coerenta cu condi^ia y(2a) = a(l 4- y/2) 
(deoarece se verifica 2o[a(l 4 \/2)] 2 — a(l 4 s/2)(2a) 2 = 2a 3 ). De aceea 
x = a este punctul critic al func^iei implicite y. 

d 2 F 

Atunci y"{a) = = 4 


dy 


Daca a > 0 (respectiv a < 0), atunci x = a este punct de minim 
(respectiv de maxim) □ 
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12. Sa se afle extremele func^iei z = z(x,y) definita implicit de ecua^ia 
F(x , y, z) = x 2 4- y 2 + z 2 - 2x - 2y — 7 = 0. 


Solupie. Aflam punctele critice din sistemul 


adica 


F{x,y, z) = 0 

OF. . 

— (z.y,*) =0 

OF 

-^(x,y,z) = 0 
dF 


z 2 + y 2 + z 2 - 2x - 2y - 7 = 0 
2x — 2 = 0 
2y — 2 = 0 
2z ^ 0 


Ob^inem punctele A(l. 1,3), B(l, 1, -3) 


A vpm — — — — 1-1 ^2 — —— y -1 d 2 z — ■g 2 +(g ; — l) 2 

Avem 9a ~ W - z ' dy ~ JF ~ z '■fcZ ~ z* ’ 

a 2 z _ (x-i)fa-i) a 2 * _ (y-i) 2 +z 2 * 

dxdy 5 ay 2 z® 

Pentru punctul A,rota — Sg = § > 0,ro = — g < 0, deci A e punct de 
maxim 

Pentru punctul B,rQto - Sq = § > 0, ro = | > 0, deci B e punct de 
minim □ 


13. Sa se gaseasca punctele de extrem ale funcijiei (x. y) —* z(x, y) definita 
de ecua^ia F(x,y,z) = x 2 + 2 y 2 + z 2 - 4z — 12 = 0 §i de condi^ia 
z( 1,0) = 2 +a/15. 


Solutie. Aflam punctele critice din sistemul 

F{x , y , z) = x 2 + 2y 2 -h — 4^ — 12 

dF. \ n 
— (x.y.z) = 2x = 0 
acc 

&F, , , 

-—(x,y } z) = Ay = 0 


= 0 


ap 

<9,2: 


(z.y, 2 ) = 2z - 4 ^ 0 
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ce are soluble Mi(0,0,6),M2(0,0, -2). Dintre acestea numai M\ este 
in concordan^a cu ipoteza z( 1, 0) = 2 + VIE. Astfel, punctul critic al 
func^iei implicite z este (0,0). 

Folosind relalpile (7.4) oblpnem : 

ro — |^§(0,0) = -j < 0,so = ^^(0,0) = 0,to = §^1(0,0) = -J, 

deci r*oto - s o — g > 0 §i cum ro < 0, rezulta ca (0,0) este punct de 
maxim □ 

14. Sa se gaseasca extremele func^iei /(a?, y, z) — x 2 + y 2 + z 2 cu legatura 
2x + 3y — z = 1. 


Soluble. Problema se poate reduce la o problema de extrem liber inlocuind 
in expresia lui / pe z din legaturS . Rezulta / = x 2 +y 2 + (2x + 3y — l) 2 

A flam punct ele critice din sistemul 

?f = 2x + 4(2x + 3y - 1) = 0 


dy 


= 2y + 6(2x + 3y - 1) = 0 


ce are solutiile x = y, y = ^ 

Avem r 0 = |^{ (y, n) = 10 > s 0 = (y> n) = 12 ’^ = (?» A) = 

= 20, deci r^to - Sq = 56 > 0 §i cum ro = 10 > 0, rezulta ca (y, e 
punct de minim □ 


15. Sa se determine extremele funclpilor cu legaturile indicate: 

a) /(x, y, z) = x 3 4 - y 3 4- z 3 ,x 2 + y 2 + z 2 = 3, x > 0, y > 0, z > 0; 

b) /(x, y. 2 ) = xyz , a: 4 - y + 2 — 5 = 0, xy + yz + zx — 8 = 0 

Solufte. a) Scriem func^ia lui Lagrange F(x , y, 2 ) — a : 3 + y 3 + z 3 4- 
+A(x 2 + y 2 4 - z 2 - 3) 

Rezolvam sistemul 

-7— = 3 x 2 + 2 Ax = 0 
ox 

7 T = 3y 2 + 2Ay = 0 
dy 

r)F 

7 — = 3z 2 + 2 A* = 0 
02 

x 2 4 - y 2 + z 2 — 3 = 0 
x> 0 ,y> 0 , z > 0 
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§i ob^inem soluble x = 1, y = 1, z = 1, A = — § 

Calculam derivatele de ordinul doi ale func^iei F in punctul (1,1,1) §i 

avem 0(1,1,1) = 0(1,1,1) = 0(1,1,1) = 3, g£(l, 1.1) = 

= 1 . 1 ) = W 1 '*= & 1 . 1 ) = 1 . 1 ) = 

= ^( 1 - 1 . 1 ) = 0 


Scriem diferen^iala de ordinul doi a func^iei F in punctul (1.1,1): 
d 2 F(l,l,l) = 3 [(dx) 2 + (dy ) 2 + (idz ) 2 ] > 0,deci (1.1,1) e punct de 
minim 


b) Func^ialuiLagrangeesteF(:r, y,z) = xyz+\i(x-ry+z—5)+\2(xy-r 
+yz + zx- 8) 

Rezolvam sistemul 


dF 

dx 


= yz + Ai + A 2 y + A 2 z = 0 


dF 

- 7 — = + Ai -r A2X + A22 = 0 

dy 

dF 

= xy + Ai + A 22 / F A 22 ; = 0 


£ + y + 2 — 5 = 0 
xy + yz + zx — 8 = 0 


§i ob^inem soluble: 

1) Ai = f, A 2 = -f, Mr (§, |, I ), Mi (1,11), M 3 {I |, |) 

2) A, = 4, A 2 = -2, M 4 (2,2,1), M 5 (2,1,2), AT 6 (1,2,2) 

Avem - <££ - 0 - - 

Avem Rfr .2 — 7^ — ~ u > ~ 


dx 2 dy ^ 5 . 

__ a d 2 F _ d 2 F _, a 

— 2/ + A2, ~ X + A2 




= 2 -r 


\„ _ d 2 F 

2 1 dzdx 


dydz dzdy 

Diferen^iala de ordinul doi a functjiei F este d 2 F = 2(z 4- A 2 )dxdy+ 
F2(x -f A 2 )dydz -f 2(y + A 2 )dxdz 

Diferen^iem legaturile §i ob^inem 


dx + dy + dz = 0 

(y + z)dx + (z + :r)dy + (x + y)dz = 0 

1) Avem d 2 F(M\) = 2dxdy §i dx + dy + dz = 0 , ^dx -j- ydy + = 

= 0. Rezulta ca dz = —dx — dy, deci introducand in a doua ecua^ie 
obtjinem dx = —dy, a§adar dz = 0, de unde d 2 F(M\) = —2 (dx) 2 < 

< 0 =4» Mi e punct de maxim. 

Analog se arata ca M 2 §i M 3 sunt puncte de maxim. 
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2 ) d 2 F(M±) = - 2 dxdy §i dx+dy+dz = 0, 3 dx+ 3 d 2 /+ 4 dz = 0 ,de unde 
rezulta ca dy = ~dx,dz = 0 . A§adar, d 2 F{M^) = 2 (dz ) 2 > 0 =» M 4 
e punct de minim. 

Analog M 5 §i Mg sunt puncte de minim. □ 


16. Fie M = {(x,y) e R?/x > 0,y > 0, f + y < 1 } §i /: M -* JR, 
f(x. y) = (x - l ) 3 + 2y. Sa se gaseasca max f{x,y) §i min f(x,y). 


(x,y)eM 


(x,y)€M 


Solufte. Cum / e continua §i Me compacta rezulta ca / este marginita 
§i i§i atinge marginile. 

In Int(M), / e diferen^iabila §i punctele de extrem,daca exista , se afla 
printre soluble sistemului 


dj_ 

dx 


^- = 3(x-1 ) 2 = 0 


df 

= 2 = ° 
oy 


Deci func^ia neavand puncte critice in Int(M), nu are nici puncte de 
extrem §i atunci le cautam pe Fr(M) = \OA) U [. AB ] U [BO] 

Mul^imea M reprezinta un triunghi de varfuri 0(0.0), A(2,0), B(0, l) 

Consideram / 1 : [0,2] JR, /i(rr) = f/[ 0 A)( x , y) = f( x > 0) = 

= (x — l) 3 . Daca sunt puncte de extrem in Int([OA]). acestea anuleaza 
pe /(: /{ = 3(a; — l) 2 = 0 =4> x = 1 §i deoarece Po(l> 0) E Int([OA]), 
acesta ar putea fi punct de extrem pentru /.Pe [ OA ] puncte de extrem 
ar mai putea fi 0(0,0), /1 (2,0) 

Caut puncte de extrem pe [BO] §i consider f 2 : [0,1] —► IR, f'ziy) = 

= f /{BO]( x yy) - f{0,y) = -l + 2yqi cum f({y) ^ 0, \/y E [0, l],func$ia 
f 2 i§i atinge extremele in 0(0,0) sau B{ 0,1). 

Caut puncte de extrem pe [AB] §i consider f$: [0,3] —*• It, fe(x) = 

= f/\AB)(x,y) = f (x, 1-f) = (x- 1) 3 + 2 -x. 

Cum fs{x) = 3(a: — l) 2 — 1 = 0 are soluble x \, iar 
Pi 3 ~ 6 ^ ^ , P <2 ^ 3 ~ 3 v3 , 3+ 6 y/3 ^) E Int([A5j), acestea ar putea fi 

puncte de extrem in Int([AB]). Pe [AB] am mai putea avea puncte de 
extrem in A(2,0), 5(0,1). 

A§adar, pe M posibilele puncte de extrem pentru / sunt O, A, B , Po,Pi, 
P 2 . Deoarece /(0,0) = -1, /(2,0) = 1, /(0,1) = 1, /(1,0) = 0, 

t (3+V3 3-v/3\ _ 1 2 t ( 3—v/3 3-f-%/l\ _ , , 2 _ v 

J\ 3 ’ 6 J -i 3V3' J \ 3 ’ 3 j“ i+ 3v / 3 


. max f(x,y) = /(.Ffe), min f(x,y) = f(0 ) 

(x ,y)€M ( x,y)€M 


□ 
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17. Sa se determine inf f(x,y) §i sup f{x,y), pentru func^ia f{x,y) = x 2 + 

D D 

+y 2 — 3x - 2y + 1, unde D : x 2 y 2 < 1. 


Solufte. Cum D e compacta §i / e continua , atunci / e marginita 
§i i§i atinge marginile. Vom determina extremele funcfiei situate in 
interiorul cercului x 2 + y 2 = 1 §i apoi extremele func^iei situate pe 
frontiera cercului §i vom compara valorile extreme ale func$iei. 

Extremele func^iei situate in interiorul cercului se afia printre soluble 
sistemului: 

df 

-L = 2x-3 = 0 
ox 

df 

J- = 2y-2 = 0 
8y 

Ob^inem xo = |. yo = 1. Avem Xq + y% = ^ > 1, deci extremele nu 
pot fi in interiorul cercului. 

Deci punctele de extrem ale functjiei se vor gasi pe frontiera cercului. 
Calculam extremele func^iei / cu legatura x 2 + y 2 = 1. Scriem func^ia 
lui Lagrange Fix , y) = x 2 + y 2 — 3x — 2y + 1 + X(x 2 + y 2 — 1) 

Aflam punctele critice din sistemul 

dF 

- 7 — = 2x - 3 + 2Ax = 0 
ox 

dF 

— = 2y - 2 + 2Ay = 0 
x 2 + y 2 = 1 

Obtinem Ai = -1 - = —m & 


A 2 — —1 



4 ,a:2 ~vT3’ y2 Vl3 


Avem d 2 F = 2(1 + A)[(c£x) 2 + [dy) 2 ) 

Pentru Xi,d 2 F{xi, yi) < 0 =>- (®i>yi) e punct de maxim 
Pentru A 2 .d 2 jF(x 2 , y 2 ) > 0 => (^ 2 ^ 2 ) e punct de minim 


18. Sa se determine extremele globale pentru func^ia f{x . y,z) = y + z pe 
mul^imea K = {x 2 -f y 2 + z 2 < 9}. 

Solutie. Cum K e compacta §i / e continua , atunci / e marginita 
§i i§i atinge marginile. Vom determina extremele functjiei situate in 
interiorul sferei x 2 + y 2 -r z 2 = 9 §i apoi extremele func^iei situate pe 
frontiera sferei §i vom compara valorile extreme ale functiei. 
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Extremele func^iei situate in interiorul sferei se afla printre soluble 
sistemuiui: 


df_ 

dx 


= 0 = 0 


d£ 

dy 


= 1 = 0 


dz 


= 1 = 0 


Deci nu avem puncte critice in interior. 

Deci punctele de extrem ale functiei se vor gasi pe frontiera sferei. 
Calculam extremele func^iei / cu legatura x 2 + y 2 + z 2 = 9. Scriem 
func^ia lui Lagrange F{x. y) = y + z + X(x 2 + y 2 + z 2 — 9) 

Aflam punctele critice din sistemul 


^ = 2Ax = 0 

OX 


^ = 1 + 2Aj, = 0 
dy 


Otyinem Ai = ^=, 

= 3n/ 2 3v/2 

2 5 i/2 — 2 


A§adar,/(x - i, yi) = 

sup f(x,y) = 3 a/2 
K 


/f- = l + 2Az = 0 
dz 

x 2 + y 2 + z 2 = 9 

X'l = 0,yi = ~^,zi = §i A 2 = = 

—3>/2, /(ac2,l/a) = 3^2, deci inf/(x,y) = -3y/2, 

K 

□ 


7.3 Probleme propuse 

1. Sa se scrie formula lui Taylor pentru: 

a) f{x,y) — —x 2 + 2 xy + 3 y 2 -Qx — 2y-4 in punctul (—2,1); 

b) f(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 + 2 xy — yz — 4x - 3y - z + 4 in punctul 
( 1 , 1 , 1 ) 

2. Folosind polinomul Taylor de ordinul doi,sa se calculeze vaioarea aprox- 
imativa pentru: a) (0,95) 2,01 ,b) 1,02 • 2,01 2 • 3, 03 s . 

R: a) /(0,95; 2,01) « 0, 902; b) /(1,02; 2,01; 3,03) « 114, 6159 
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3. Sa se determine extremele locale ale functiilor: 

a) fix, y) = x 4 4- y 4 - x 2 - y 2 - xy; 

b) f{x, y ) = (8z 2 - 6 xy + 3 y 2 )e 2x+3y ; 

c) /(#, y) = z 4 - 8 3 + lSx 2 - 8z 4- y 3 - 3y 2 - 3y; 

d) fix, y) = sinz 4- sin y + sin(z + y), ix , y) G [0. f] x [0, f j; 

e) /(^, J/) = sin x + cos y + cos(z - y ), ix, y) G [0, |] x [0, |]; 

f) fi x 1 y) = * 3 + 3zy 2 - 15z - 12y; 

g) /(^> 2/) = zyln(z 2 4- y 2 ); 

h) fix,y,z) = x + + li x ,y,z > 0; 

i) /(z, y, z) = z 3 + y 2 4- z 2 4- 12xy + 2z 

4. Sa se calculeze /'(l) §i /"(l) pentrn func$ia implicita y = fix), definita 
prin ecua^ia (z 2 + y 2 ) 3 — 3(z 2 + y 2 ) — 2 = 0, satisfacand condi^ia 
/( 1 ) = 1 - 

R: /'(l) = -l,/"(l) = -2 

5. Func^iile y = /(z) §i 2 = c/(z) sunt definite implicit prin relafjiile 
x + j/ + z = a, zyz = 6. Sa se calculeze dy , dz, d 2 y. d 2 z 


6. Sa se calculeze derivatele partjiale de ordinul I §i II pentru func^ia 
z{x,y) definita implicit de ecua^ia: 

a) y 4- arctg ^ - 2 = 0, z - y / 0; 

b) z = ^/z 2 + y 2 sin -T=f=-j, z 2 + y 2 ^ 0; 

c) z 4- y 4- z 


7. Sa. se calculeze dz §i d 2 z.daca z(z,y) e definita implicit de ecua^ia 
y - In £ = 0, f > 0, zz ^ 0. 

8. Sa se calculeze §§,§§, daca z(z, y) este o func^ie definita implicit 
de ecua^ia F{x,x + y,x-ry + z) — 0. unde F este o fund;ie care admite 
derivate paRiale de ordinul I §i II. 


9. Fie func^ia compusa z = /(z, y) definita de z = u 3 4-u 3 ,funct;iile u(x, y) 
§i v{x > y) fiind definite implicit prin rela^iile u 4- v 2 = z, u 2 4- u 2 = y. 
Sa se calculeze |f, • 

10. Fie func^ia z —> y(z) definita implicit de ecua^ia /(z, y) = y 2 4-2yz 2 — 
—4z — 3 = 0 §i de condil^ia y(l) = —1 4- \/8. Se cere sa se gaseasca 
punctele critice ale func^iei implicite y §i sa se stabileasca natura aces- 
tor puncte. 

R: z = \ e punct de maxim local 
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11. Sa se determine punctele de extrem ale funcflei implicite y = f(x) 
definitai prin x 3 4- y 3 — 3 x 2 y — 3 = 0. 

R: x = 0 e punct de minim,£ = —2 e punct de maxim 

12. Fie z = z(x , y) definita implicit prin ecua^ia x 2 + y 2 -f 2x — 4 y -t z 2 + 
+z -f 3 = 0. Sa se studieze extremele. 

R: (—1,2, —2) e punct de minim,(—1,2.1) punct de maxim 

13. Sa se studieze extremele funci;iei z = z(x , y) dennita implicit de ecua^ia 
(x 2 + y 2 + z 2 ) 2 = a 2 — x 2 — z 2 . 

14. Sa se determine extremele func^iei f(x , y) = x 2 + y 2 — y - x variabilele 
fund legate prin condi^ia x 4- y = 1. 

R: e punct de minim 

15. Sa se gaseasca extremele func^iei f{x,y, z) = xy 2 z 3 cu legatura x+ 

+2 y + 3z = a, x } y. z,a> 0. 

R = (|, |) e punct de maxim 

16. Sa se studieze extremele func^iei f(x, y , z) = xy + yz 4 zx cu legaturile 
—x + y + z=l,x — z = 0 

R: (—1,1, —1) e punct de minim 

17. Sa se determine extremele globale ale funcfiilor urmatoare pe multimile 
K indicate: 

a) }{x.y) =x 2 -y 2 ,K = {x 2 4 y 2 < 4}; 

b) /(as, y) = 4x — x 2 + 6y — y 2 . K = \x > 0, y > 0, x -f y < 6} 

R: a) sup/O, v) = 4, inf/O, y) = -4 
k K 

b) sup/O» v) = 13,inf/0,2/) = -12 

K ' K 



Capitolul 8 

Integrale improprii §i cu 
parametri 


8.1 Notiuni teoretice 

Integrale improprii 


Defini^ia 8.1. Fie a, b G R §i fie / : [a, b) >-» K o func^ie local integrabila 
(integrabila pe orice interval compact [u,v] C [a, &)). Integrala improprie 
(in b ) f(x)dx se nume§te convergenta daca limita 


lim 

t—>b 



exista §i este finita ; altfel, integrala se nume§te divergenta . 

Defini^ia 8.2. Daca / : [a, oo) i— ► IR este local integrabila , atunci integrala 
improprie (la oo) f^° f(x)dx se nume§te convergenta daca limita 



exista si este finita . 

Defini^ia 8.3. Integrala improprie J f(x)dx (b poate fi §i oo) se nume§te 
absolut convergenta daca integrala | f(x) \ dx este convergenta . 


Criterii de convergent 
Criteriul lui Cauchy 

Fie f : [a, b) >-* ]R, local integrabila ; atunci integrala f(t)dt este conver¬ 
genta daca §i numai daca Ve > 0 .3b s £ [a, b) astfel incat Vx,y € (6 e ,6) sa 
rezulte |/J f(t)dt\ <e. 

Criteriul de comparable 

Fie f, g : [a, b) i—► IR. (b poate fi §i oo) astfel meat 0 < f < g\ 
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i. daca integrala g(x)dx este convergenta , atunci §i integrala f(x)dx 
este convergenta . 

ii. daca. integrala f(x)dx este divergent , atunci §i integrala g(x)dx 
este divergenta . 

Criteriul de comparable la limita 

Fie /, g : [a, b ) i-» [0, co) astfel meat exista limita: 


£ = lim 


/(z) 


b g(x) 


i. Daca £ E [0,oo) §i g{x)dx este convergenta , atunci §i f(x)dx este 
convergenta . 

ii. Daca t E (0, oo) sau £ = oo §i J^g(x)dx este divergenta . atunci §i 

J 0 ° f(x)dx este divergenta . 

Criteriul de comparable cu ^ 

Fie a E R §i / : [a, oo) [0, oo), local integrabila astfel incat exista 


t = lim x a f(x). 

X—>00 


oo 


i. Daca a>l§iO<t?<oc, atunci J f(x)dx este convergenta . 

a 

oc 

ii. Daca a<l§iO<f<oo, atunci J f(x)dx este divergenta . 

a 

Criteriul de comparable cu ^ - ^ 0 . 

Fie a < b §i / : [a, b ) i—> [0, oo), local integrabila astfel meat exista 

cJL f . v 

l = lim (b — x) 0 l f{x). ^ ^) 


x—+b 


b 

i. Daca a;<l§i ()<•£< oo, atunci J f{x)dx este convergenta . 

a 

b 

ii. Daca a:>l§i ()<•£< oo. atunci J f(x)dx este divergenta . 

Criteriul lui Abel 

Fie /, g : [a, oo) i—*• R cu proprietabile: 

/ este de clasa C 1 . lim f(x) = 0, J°° f'(x)dx absolut convergenta , 

g este continua , iar funclpa G(x) = f*j%(t)dt este marginita pe [a, oo). 
Atunci integrala J a °° f(x)g(x)dx este coAvergenta . 



156 CAPITOLUL 8. INTEGRALS IMPROPRJI §1CU PARAMETRJ 


Integrate cu parametri 


Defini^ia 8.4. Fie A ^ 0 §i [a, 6] c R un interval compact. Fie / : 
[a, b] x A R o func^ie (de doua variabile reale) astfel incat pentru orice 
y E A aplicat;ia [a, b] B x f(x , y) € R este integrabila Riemann. Func^ia 
definita prin: 

F : A i-> IR, F(y) = / /(a?, y)dz, 


se nume§te integrala cu parametru. 

Continuitatea integralei cu parametru 
Daca / : [a, b] x A 1R este continua , atunci integrala cu parametru 
F(y) = f* f(x,y)dx este func^ie continua . 

Formula lui Leibniz de derivare 

Fie / : [a, 6] x (c, d) IR o func^ie continua astfel incat derivata par^iala 
|jj exista §i este continua pe [a, b\ x (c, d). Atunci integrala cu parametru 

F(y) = fb f(x,y)dx este derivabila §i 



r\ /< 

-^{x,y)dx, Vy e (c,d). 


Formula generala de derivare 

Fie / : [a, b] x (c, d) ■-> R o func^ie continua astfel meat derivata par^iala 
exista §i este continua pe [a, b\ x (c, d) §i fie </?, 0 : (c, d) ■-» [a, 5) doua funclfii 
de clasa C 1 . Atunci func^ia G(y) = f(x,y)dx este derivabila §i: 


G'{y)= / of;(z,y)dz + /(<Ky),y)0'(y) - f(<p(y),y)<p'(y), Vy e (c,d). 

d^) °y 


Schimbarea ordinei de integrare 

Fie f : [a. 6] x[c.d]i->Ro func^ie continua ; atunci: 



Integrale improprii cu parametri 

Definijpa 8.5. Fie / : [a, b) x A *-*■ IR o functjie cu proprietatea ca pentru 
orice y G A, aplicapa [a, 6) B x i-* f(x,y) E IR este local integrabila §i 
integrala (improprie) / a & f(x,y)dx converge. Se poate defini in acest caz 
functia 

rb 
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numita integrala improprie cu parametru. 

Defini^ia 8.6. Integrala f(x,y)dx se nume§te uniform convergenta 
(in raport cu y) pe mul^imea A daca 


Vc > 0, 3 b £ E (a, b ) astfel meat 



<e,Vte(b £ ,b),\/yeA. 


Continuitatea integralei improprii cu parametru 

Daca / : [a, b) x A i~» 1R este continua §i daca integrala f(x , y)dx este 

uniform convergenta pe A, atunci func^ia F : A i-> 1R, F(y) = f(x, y)dx 
este continua . 

Derivarea integralei improprii cu parametru 

Fie / : [a, b) x (c, d) 1R o func^ie continua astfel incia t derivata par^iala 
exista §i este continua pe [a, b) x (c, d) §i pentru orice y E (c, d) fixat 

integrala f* f{x,y)dx este convergenta . Daca integrala ^(x,y)dx este 
uniform convergenta pe (c, d), atunci integrala improprie cu parametru 
F(y) = f(x, y)dx este derivabila §i 

F '{y) = J X,y)dx , Vy E (c,d). 


Schimbarea ordinei de integrare in integrala improprie 

Daca / : [a, b) x [c, d] i—» 3Ft este continua §i daca integrala f(x, y)dx este 
uniform convergenta pe (c,d), atunci : 



f(x, y)dx dy 


=f(f 


f{x,y)dy 


dx. 


Criterii de uniform convergent^ 

Criteriul lui Cauchy 

Fie f : [a, b) x A IR o func^ie cu proprietatea ca pentru orice y E A, 
aplicatia [a, b) 3 x f(x , y) E IR este local integrabila . Atunci urmatoareie 
afirmat;ii sunt echivalente: 

i. integrala improprie f(x,y)dx este uniform convergenta pe A. 

ii. Vs > 0, 3b £ E (a,6) astfel meat pentru orice u,v E (b £ ,b) rezulta 


f 


f(x,y)dx 


< c.Vy E A. 


Criteriul de comparable 

Fie f : \a,b) x A t-> R o funcljie cu proprietatea ca pentru orice y E A, 
aplicafia fa, b) 3 x ^ f(x, y ) <E IR este local integrabila §i fie g : [a, b) i-» IR 
astfel meat \f{x,y)\ < g(x), Vx E [a, 5), Vy e A. Daca. integrala f a g(x)dx 



158 CAPITOLUL 8. INTEGRALEIMPROPRII §1 CU PARAMETRI 


este convergenta , atunci integrala f(x,y)dx este uniform convergenta. 

Func1;iile B (Beta) §i T (Gama) ale lui Euler 
Teorema 8.1. (a) Integrala improprie cu doi parametri reali 

B(p,q) = [ z p-1 (l -xY^dx (8.1) 

Jo 


exista pentru orice p > 0, q > 0. 

(b) Integrala improprie cu un parametru real 

POO 

r(a) = / x a ~ 1 e~ x dx (8.2) 

Jo 


exista pentru orice a > 0. 

Definitia 8.7. Punc^ia B: (0, oo) x (0,oo) —» IR definita prin rela^ia (8.1) 
se nume§te funcf;ia beta, iar func^ia T : (0, oo) —> ]R definita prin rela^ia 
(8.2) se nume§te func^ia gama. Func^iile B §i F au fost introduse de Euler 
§i de aceea se mai numesc integrale euleriene. 


Teorema 8.2. a) Pentru Vo > 0 real,T{a 4- 1) = aT(a) §i pentru 
Vn € IN, T(n +1) = n!; 

b) B{p,q) = B(q,p),\/p, q > 0; 

c) r(o;) > 0, Va > 0 §i B(p, q) > 0, Vp, q > 0; 

_ r(p)r( g ). 


d) B(p,q) = VgTg 

e) r(p)r(i -p) = 


7T 


Sinp7T 

f) r(a)r (a + |) = 2 2 ^ t • F(2a) (re'laiia lui Legendre) 


Corolarul 8.1. Avem T (|) = y/ir §i / 0 °°e x2 d,x = ^ 

Solufie. Aplic d) din Teorema 8.2 pentru p = q = ^ §i ob^inem 

*( y ) = ( r ®) 2 

Pe de altS parte.fi ($, $) = /„* ^£_ x) = J 0 2 2 St"sf = 2 Jo 5 dt = ” 
(unde am folosit schimbarea de variabila x = sin 2 1) 

Atunci (r (^)) 2 = 7T §i. conform c) din Teorema 8.2, rezulta ca T (|) = 

Pentru a calcula integrala din enunt; facem substitu^ia x 2 = t ==> 

=> x = 1 5 => dx — \t~zdt §i integrala devine / 0 °° ^e _t i~2dt = (|) = 

□ 

2 LJ 
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8.2 Probleme rezolvate 

Sa se cerceteze convergent integrator : 
1. Jq (integrala eliptica ) 


Solufie. lim (1— x) a - -- = lim (1—a;) 

x—* 1 \J 1 — 1 

= lim (1 — x ) a ~5(1 + cc)“5(l + x 2 )4 = 

x—> 1 

integrala este convergent a 


y/{l + x 2 ){l - z)(l + x) 
pentru a = \ < 1 =4- 

Li 

□ 


0 f 00 da; 

x\/l+x 2 


Soluiie. lim x a — —; 
*-* 00 a?vl + x i 


integrala este convergenta 


rpCt— 1 

= lim -- 

*“* 00 VI + x 2 


— 1 pentru a = 2 > 1 


□ 


3. J 0 2 ctg xdx 


x L 


Solutie. lim x a ct'g x = lim —— cos x 
x — > o ^ x — * Osmr 

grala este divergent 


1, pentru a = 


1 ==> inte- 

□ 


a rioo_ dx 

Jo yfx ^2 tyx-T \fx 


Soluble, lim x a 


x a s 


Q = \ < 1 


X-> 0 yfx + 2y/x + \fx x 15 _L 2^20 4- 1 

integrala este convergenta 


= 1,pentru 


□ 


5- io': 


Tt dx 


v/sin x 


Soluiie. lim x a —== = 1. pentru a = \ < 1 ==> integrala este 
*-* o vsinx 
convergenta 

lim (tt — r) a = • = 1, pentru a = \ < 1 =» integrala este conver- 
*-* ^ vsin x 

genta D 


6- £ 


dx 


^/x(e rc —e~ x ) 
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Solute, lim x a 


0 V x ( eI ~ e_x ) 


= liinai^a -^p====== = V 2 


3/ 1 

= A/ n> P ei1 ' 


_ 2 
vergenta 


tru a = | < 1 (deoarece lim 

x ^ 0 


e* - e“* 


a? 


= 2), deci integrala este con- 

□ 


7- Ji°° ( e x: e -* + 5 ) • Jr 


da; 


Solufie. lim x 


a 


x 


x— * 00 v e® — e 2 2 / x 


1\ 1 

+ - I—5 = lim a; 

^ ®—► 00 


a —2 


a; 2 1\ _ 

e 1 - e-* + 2 J “ 


= i, pentru a = 2 > 1 

k *2 

lim ( - 

i—► 00 V e a 


integrala este convergenta (am folosit 

1 \ 1 

—— + - ] = - cu regula lui 1’Hospital) □ 

6 A J A 


8. f°° 

Jxn 


dx 


^x{x—a){x—b) 


, xo > a > b > 0 


Soluble, lim x a ■ .. , = = 

x ~* 00 a/x(x — a)[x — b) 

grala este convergenta 


= 1, pentru a = | > 1 


inte- 

□ 


9 - /< 


00 * dx 


0 I+tep 


Solujie. Folosim inegalita^ile x — 1 < [x] < x.Rezulta [x] 2 < x 2 ==> 
=> [x] 2 + 1 < X 2 + 1 ==» < r x ] 2 +1 =*■ - [*ja + i 

Calculam /“ = Jjmj ln(« 2 + 1) = 

= oo, deci f 0 °° ^fjdx este divergenta §i atunci J 0 °° j^jdx este diver¬ 
genta ' □ 


10. J 0 e 3x sin(2x + l)dx 

Soluble. Avem je -3 ®sin(2x + l)j < e~ 3x , deci e~ 3x dx = 


1 

-3a - 1 


= lim / e 3 *d;z = A§adar,J 0 ° o e este convergenta , deci 
— / 0 3 


oo 


j r 0 °° e 3x sin(2x + l)dx este absolut convergenta 


□ 


11. x 4 sinx 4 dx 

Soluble. Facem schimbarea de variabila x 4 = t ==>■ x — \fi 
=> dx = \t~'±dt 

Integrala devine ff° \ • sin t - ^t~*dt = \ dt 
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Cum j^j < -V §i f£° \dt = — Vi° = deci este convergenta , 
atunci §i ff 0 ^ dt este absolut convergenta , deci convergenta □ 

1 5 

12 . Sa se determine convergent integralei / Q °° ^£-dx, a > 0 , a > 0 §i 
absolut convergent integralei pentru a = 1 . 


Soluble. Aplicam criteriul lui Abel pentru f(x) = sinz §i g(x ) = 
deci f£° § ^dx este convergenta 

Pentru a = 1 studiem convergent integralei / a °° \ ^^\dx. Presupunem 
prin absurd ca \ -^-\dx este convergenta . 

Deoarece sin 2 x < | sinzj, rezulta ca f^° sir ^ - dx ar fi convergenta ,dar 


/•°° sin 2 x _1 

J a x X ~ 2 J a 


1 — cos 2 z 

X 





f°° cos 2 z , 

L ~ dx 


§i f£° c ° 2 x X dx este convergenta conform criteriului lui Abel, iar J£° ^dx 
e divergent datorita criteriului cu a. A§adar presupunerea e falsa , 
deci J o °° dx nu este convergenta , adica integrala / a °° ^f-dx nu e 
absolut convergenta . □ 


13. Sa se calculeze / = - dx ,- , . aratandu-se mai intai ca are sens. 

J0 (x+l)-v/|* 2 -l| 


Solufte. Explicitam modulul §i integrala devine 


"CO 


dx 


■£ 


dx 


r*OG 


dx 


-t- 


J o {x + 1)>/|x 2 — 1| 7o (® + 1 )vT3F Ji (x+l)Vx^l 

Notam cu I\ prima integrala §i cu I 2 pe cea de-a doua. 

Studiem convergent integralei I\: 

lim (1 — x) a - —= . = = — y=, pentru a = \ < 1 =>■ integrala 

1 (z-i-l)vl — x 2 2v2 

este convergenta 

Studiem convergent integralei I 2 '. 

lim (z — 1 )“ -- - 7 .... — = — 7 = 

*-*■ 1 (z 4- 1) Vz 2 — 1 2\/2 


pentru a = \ < 1 


x 


a 


lim -- 

00 (z + ljVr - 1 

Deci In e convergenta 

dx 


— 1 , pentru a = 2 > 1 


A§adar> So T| este conver s ent ®' 
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In /i facem schimbarea de variabila x = £ §i obtinem 




dy 


(i + vWv 2 -1 


= / 2 , 


deci 7 = 2 / 2 . 


Pentru 72 facem schimbarea a: + 1 = | 


dx = —j : idt =$> 72 = 


= -/OT = -^^/ o =1 


7 = 2 


□ 


14. Sa se studieze convergent integralei 1 = yfz^dx, a < 6 §i apoi sa se 
calculeze. 


<x — a 


= Vb — a, pentru a = 5 < 1 =£• inte- 


Solu^ie. lim (b — s) a . 

x—> b V & — £ 

grala este convergenta 

Facem substitu^ia a; = a cos 2 y + & sin 2 y => dx- = (6 — a) sin 2ydy 
Ob^inem 

1 = /o' V l^jcos^ ^ “ a) sin = /o' ( 6 “ °) 2 sin ^ cos V d V = 

= 2(6 — a) f 0 2 sin 2 ydy = (b — a) f 0 2 (1 — cos 2 y)dy = ^(6 — a) 


□ 


15. Sa se studieze convergent integralei 7 = // - 2 = §i apoi sa 

se calculeze. 


Solute, lim x a 


1 1 1 , 

l - = : = — -, pentru a = x < -*• 

0 (x 2 — 4)y / x(1 — x) 4 1 2 


lim (1 — x) a 

X—* 1 


1 1 1 , 

— 2 — ~ / 7 = ? = -«» Pentru cv = 5 < 1 

(x 2 — 4)yx(l — x) 5 


Deci 7 este convergenta . 
Facem substitute = t 2 


x = 


i+t 2 


dx = 


( 1+^)2 dt §i 

obtlnem 7 = J 0 °° _ 4 ^/ 3^23 3 dt. Integrala ce se rezolva prin descom- 
punerea in frac^ii simple. □ 

16. (Formula lui Froullani) Fie 0 < a < b §i ne / : [0. 00 ) i—* 1 R o func^ie 


OO 


continua §i marginita astfel incat integrala 


m 


dt este convergenta 


Sa se demonstreze egalitatea: 

r0 ° /(M - /(ax) 


f 


a 


dx = /(O)ln-. 


X 
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Soluble. Vom demonstra mai mtai egalitatea: 

/*OC 

J u 


f(tx)-f(ax) dxm r m dt Vu > o. w 

3 Jbu t 


Fie u > 0 ; cu schimbarea de variabila bx = t, ob$inem: 


m 


r !M dx = r ^ dt . 

Ju Jbu t 


Analog, se demonstreaza §i egalitatea: 


r t&ite = r 

Ju % Jau 


m 


dt. 


Prin scaderea membru cu membru a celor doua egalitatji rezulta egali¬ 
tatea (*). Demonstram acum formula lui Froullani; folosind egalitatea 
(*), avem: 


r*oo 


f{bx) - f{ax) 


roc 

= lim / 

Ju 


f(bx) - f (ax) 


dx = 

x u->0 ./„ X u->0 J bu t 


dx 


rau 

= lim / 
u-o J bu 


/CO 


dt. 


Pentru a calcula ultima integrala consideram func^ia 

h{u)= sup !/(t) — /(0)|. 

te[au.bu ] 

Din continuitatea funcipei /, rezulta lim h(u) = 0. Evident, avem: 


rm dt= r 

Jbu ^ Jbu 


f bu ^ Jbu ^ 

Prima integrala tinde la 0 pentru u i—> 0: 


nt) -m dt+ ~ 


rax 

Jbu 


/( 0 ) 


dt. 


i 


axL 


m - m 


dt 


L 


bu 

an 


< 


rax 

Jbu 


\m-m\ 


t 


dt < 


< / — — dt = h(u ) In y >-*► 0 atunci cand u i-» 0. 

'bu t ° 


In concluzie: 
f x f(Jbx) - f(ax) 

Jo 


X 


pau PClu 

dx = lim / -~-dt — lim 

Jbu t 


rax 

lim / 

i— *° Jbu 


/( 0 ) 


dt = /(0) In 


□ 


17. Fie 0 < a < b] sa se calculeze integralele: 
a- Jo” dx. 

b. /” 0 O 3 OI-C OSbX dx. 


X 


<3-1 Cl 
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Soluiie. Se aplica formula lui Froullani. 


□ 


18. Fie 


iln(H-®y), x £ ( 0 ,oo) x [ 0 ,oo) 

n ' V) ~ l 2/, ^ = 0,?/ € [0,oo) 

Sa se calculeze derivata funcfiei F(y ) = f* f(x, y)dx, y £ [0, oo). 

Soluiie. Func^ia / este continua pe ( 0 , oo) x [ 0 , oo) §i studiem conti- 
nuitatea in punctele ( 0 , yo)- 

lim - ln(l + xy) = lim + — - y = y 0 = /( 0 , yo), aeci 

x—> 0,y—> yox x-* 0,j/—* yo xy 

f este continua in punctele ( 0 , yo) 


Avem 


il( xv ) = S T+JJ’ I € ( 0 ,oo) x [ 0 ,oo) 
<3y t 1 , x = 0,y £ [ 0 , oo) 


lim 


1 5 /* 

_ __= 1 = — ( 0 ,yo)' deci If- e continua pe [ 0 ,oo)x[ 0 ,oc) 

x-* 0,y~* yo \ + xy dy v ’ ' d y y L ' 1 ' 

a(y) = 0 ,f3(y) = y sunt de clasa C 1 ([ 0 ,oo)) 

Conform teoremei 8.1, F e derivabila §i F'(y) = J 0 y |^( x,y)d-x+ 

+f(y,y) = lo TT^ dx + lMl + y 2 ) = Jdn(l + zy)/ y + J-ln(l-fy 2 ) = 
= \ • ln(l + y 2 ) □ 

Sa se calculeze integralele, folosind derivarea sub semnul integral: 

n 

19. 7(ra) — f 0 2 ln(cos 2 x + m 2 sin 2 x)dx, m £ K+ 

Soluiie. Func^ia f(x, m) = ln(cos 2 x + m 2 sin 2 x) e continua §i admite 
o derivata parfiala continua in raport cu m. 


Avem I'(rn) = 2m f ( 


sin 2 x 


0 cos 2 x-rm 2 sin^ x 


dx 


Facem schimbarea de variabila tg x = t §i obfinem: 

I'{m) = 2m J 0 °° (i +P^WyJpp) dt = (se rezolva prin descompunere 
in frac^ii simple) I(m) = 7 rln(m + 1 ) + c. Cum 7(1) =0 =4- c = 
-- —ir In 2 =£• I (m) = 7 r In □ 

20. I(r ) = Jq ln(l — 2r cos a: 4- r 2 )d:r, |r| < 1 

Soluiie. Funcfia f(x,r ) = ln(l — 2rcos£ + r 2 ) e continua §i admite o 
derivata parlpala continua in raport cu r. 

Avem I'( r) = £ 

Facem x = 2y §i ob^inem 
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J>( r \ — f 2 -2 cos 2y+2r . _ 4 f 2 r-coa2y j 

\ / jO 1—2rcos 2 y+ 7 ,i * JO l~2rcos2y+r 2 

r _ i=*j 

Facem schimbarea t = tgy si avem I'(r) = 4 - 7 ^- rrrsdt = 

w JU 1-2 r-—^ I +r 2 l + l 

— A r°° (r-fl)(l+t 2 )-2 1 J f _ 4 f» r+1 ^ 

~ 4 Jo ¥(F+TR+(P^iR t*+i at - 4 Jo ^(r+ip+^-ip®* 

2(r+l) 2 roo dt . 2 foo 1 _ 4 - rH ._ *(l+r) /00 

-7 —Jo (i+r)*t*+(r-i)> + 7 Jo UP™ -- 7ZT a,ictg n = r / 0 - 

■ 2 - (r ^~ • ^arctg ^t/o° + farctgt/§° = 0 =4> 7(r) = c, dar 7(0) = 


= 0 ==» c = 0 =4- 7(r) = 0, pentru ]ri < 1 
21 . 7(a) = / 0 * ln(a 2 — sin 2 9)d $, a > 1 


□ 


Solufie. Func^ia /(x, a) = ln(a 2 -sin 2 0) e continua §i admite o derivata 
par^iala continua in raport cu a. 

Avem I'(a) = /„* 

Facem schimbarea de variabila t = tg 9 §i rezulta 
7 '( a ) = fo ~ 2 lZE~ ' 1-M 2 dt = f 0 t' 2 (a 2 ~ a i)+a 2 ^ ~ fo 


2a roc L^_ dt = 


_ 2a y/a?~— 1 


1 +*^ 


a 2 —l 


arctgt^23/ 0 “ = 


J “ r_ 2 —7 

a z -1 


7T _ _7T 




= 7(a) = f ~^==da = 7 r ln(a + \/a 2 — 1 ) + c 

Pentru a determina constanta c scriem integrala 7(a) sub forma 


7(a) = 7 Tlna + / 0 2 In (l - d6=>c = j 0 2 In (l - 


d9- 


- 7 r In 


ffl+Va 2 —1 


Trecem la limita cand a —* oo. 

Intrucat 
c = — 7 T In 2 
Deci 7(a) = n In 


In ^1 — < |ln (l — 4y) |, integrala tinde la 0 §i gasim 

□ 

22 - 1(a) = !°l < 1 


Soluble. Funcijia fix, a) = e continua §i admite o derivata 

par^iala continua in raport cu a. 

Avem I’(a) = r * 

■1^ tro vi Cl ViT 1 C» P fT _ . 

2 


,-4-acosx 

Facem schimbarea de variabila tg § = t §i ob^inem: 
2 


r//_\ _ fl i+t£ ,14- _ 9 f 1 cfc __ 2 rl dt _ 2 / 1—a 

J W ” Jo x | a l-* 2 ^ Jo £ 2 (l-a)-f-l+a 1—a Jo * 2 + A±£ 1-a y 1+a * 

i _ G 

,arct s (< ■ \/is) /o = v /i 2 -« ?arctg \/lS 5= ^ 

=>• 1(a) = 2/ • arctg y^da 
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Pentru a rezolva aceasta integrals, facem schimbarea de variabila 
a = cos u §i ob^inem: 

J ( a ) = 2 / sihi • arct s ‘ sin u ^ du = ~ 2 f arctg \/l3S5 du = 

= — 2 f arctg 


N 


= -2 / arctg y/ipf dt* =-2 f%du = 


= -T + c 


/(a) = T - 


1(a) = - (arcc 2 OSffl) - 2 + c, dar 7(0) = 0 

(arccoso) 2 
2 


c _id 
C — 8 


□ 


23. /(a) = j? |a| < 1 


Solufie. Func^ia /(x, a) = e continua §i admite o derivata 

par^iala continua in raport cu a. Avem I'(a) — — —— 


0 ( 1 — ax 2 )Vl—x^ 


dx 


Facem schimbarea de variabila x = smt §i ob^inem: 

I'(a) = - $ sin j* ■ • cos tdt = g . slriH u dt 

' ' (1—asm" t) cost JU 1—usirrt 

Dupa o noua schimbare de variabila u = tgi obtinem; 

I'(a) — - f Q = - /o (i + 1 i i)fi+(i_a)u ii j^ ~ 

l+u^ 

_ 1 foo _l roc du _ 1 t too 

~ a JO 1+u 2 a Jo l+(l+o)ti s — fl dJU 6 u /0 0 l_ a 

■arctg \/l-a • u/o° = 5 ' I “ ^ 7 J=s ■ § =s- /(a) = f / £- 


vl —a- 


a%/l—a 
1—VT—a 


= | ln(l + \/l — a) 2 = 7rln(l + vl — a ) (am facut schimbarea 
\/l — a = 2 /),dar 7(0) = 0 => c = —7r In 2 =$> 

=» 7(a) = 7T ln(l + \/T - a) — 7r In 2 

1 arctg x 


□ 


24 - 1 = fo »«** 

Solufie. Se considers, 7(a) = Jq a > 0 

Funcya /(x,a) = §i admite o derivata par^iala continua in 

raport cu a. Avem 

J, M = fo sr— 


(l+o 2 a; 2 )’/l—tc 2 

Facem schimbarea de variabila x = sin i §i obljinem: 

4 '(“) = /o f rsfo 

Acum.cu o noua schimbare tg t = u ob^inem: 

r(a) = Jo” (44. = f 'Tib -*• *(“) = 5 ln(a + v / TT?) + c, 

dar 7(0) = 0 => c = 0 =*> 7(a) = | ln(a + yi + a 2 ) 
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Pentru a = 1 ==£> I = 5 ln(l 4- \/2) 


□ 


25. Folosind posibilitatea permutarii integrator depinzand de un parametru, 
sa se calculeze Jq <p(x)dx, unde <p(x) = j^(cc b — x a ), x ^ 0, a, b > 0 §i 
^(0) = 0. 

Solufie. Observam ca ip(x) = x y dy,x 6 [0,1] 

Considerand integrala cu parametru F(y) = f^xVdx, observam ca 
func^ia f{x,y) = x y este continua pe [0,1] x [0.1]. 

Conform schimbarii ordinei de integrare avem: 
fa F(y)dy = fj (j^x y dy'j dx = f r ' <p(x)dx 

Dar F(y) = / 0 l x y dx = = jii.deci <p(x)dx = ^dy = 

= l"Sl a 


Sa se calculeze urmatoarele integrale,cu ajutorul func^iilor F §i B: 

~ 5 3 

26. I = / 0 2 sin 2 x cos 2 xdx 


Solufte. Facem schimbarea y — sin 2 x => dy — 2 sin x cos xdx §i 
ob^inem: 

1 =ifoV*( 1 -v)* d v 

Deci p-1 = f— 1 = \ =>p= \>q = § => I = \B [\,\) = 

_i EdMil _ : MIMi) _ 3 _ w _wi □ 

— 2 " r(3) “2 2! ~ 64 siiTJ — 64 LJ 

27. Sa se determine aria figurii marginita de curba r 4 = sin 3 6c,os9. 


Solufte. Curba are 2 bucle, in primul cadran §i in al doilea cadran; este 
suficient sa se dubleze aria uneia din aceste bucle. Folosixn formula 
ariei in co or donate polar e \ f a r 2 d0 


7T 3 j 7T ^ j 

A = 2 • ^ Jq 2 sin 2 0 cos 2 | f 0 2 2 sin 0 cos 0 sin 2 0 cos - 2 d$ = 


1 

t 


ID/s 3\ _ 1 r(j)r(j) 1 jr(i)r(j) 

2 jD l4M/ — 2 r(f+f) ~ 2 ' 1 ! — 


7 r _ 

sin f — 


7T 

4a/2 


□ 


28. / — / 0 2 sin 2n | 
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Solufie. Facem schimbarea y = sin 2 x 
obt.inem: 


dy = 2 sin x cos xdx §i 


I = 1 J Q 2 sin 2n 1 x cos 1 x2 sin x cos xdx = ^ Jq y n 2 (1 — y) 2 dy = 

_Id n n : n 1 r(j)r(n+j) __ 2 r(§)(n-i)(n-f)...Hr(§) 

- 2 U y 2 ,n-r 2 J — 2 r(n+l) — 2 r(™+i) — 

_ 1 (2n—l)(2n—3)...3'1'7 t _ tt (2n-l)(2n-3)...3-l _ 7 r (2n-l)!! 

— 2 ’ 2 n n! “ 2 ’ 24-6...(2n) — 2 ' (2n)!! 


□ 


29. /=r 


<20 


0 \/3—cos d 


Solufie. Facem shimbarea cos 6 = 1 — 2 y/x 
= ~ 2 ■ 2^ dx = ~7S dx = 


— sin Odd = 


~ ' sin0^ X 


Avem cos 2 6 — (1 — 2y/x) 2 ==>- sin 2 (9 = 1 — cos 2 0 = 1 - (1 - 2y/x) 2 — 
— Ay/x — Ax => sin 9 — \J^\Jx — Ax 


-dx = - f} 

. 9^/9 Jo 


^ i/3—l+2i/i >/® y/P^x~4x 2v^2 ^0 \fiyj (l + \/®)( 

= —^ fn X~^- r dx = — 4= f} X~2 -X~^ (l—x)~^dx = —4=i? (4, 4) 
272 ^ 0 ^ Wx ( l —*) 2>/2 *^0 ' V ' 2%/2 V 4 > 2 / 

_ 1 rQ)r(|) _ x /, r(!) _ 1 - r(|) 

- 2 v /2 r(i+4) “ 2 ^v ff rfi+4) “ 2V5 v?r 


a *-l 


r(4 


= 2^2 ■ 2 * ' = 4 V^ [ r (i)] 2 ( am folosit rela tia lui Legen- 


2%/2 
dre) 


□ 


30. fa(b — x) q 1 (x — a) p l dx,y,q R+ 


Solufie. Facem schimbarea t = 
=> dx = (b — a)dt 


> x = a + t(b — a) 


Integrala devine Jq (b — a) g 1 (1 — t) q l t p 1 (b — a) p 1 (b — a)dt = 
= (6 - a)^" 1 /q 1 tP-^l - = (6 - g) 


□ 


31. /-! -5 


dx 


^/(x+l) 5 (2-x) 


Solujie. E caz particular al ex. precedent pentru a = — 1,6 = 2,g —1 = 

=-ip-i=-f 

Deci/ = (2-(-l))°B(l 1 |) = ^iMil = s ^ = 2^ □ 


32. e niX (l + nie 21 ) 1 ^ dx,n h n 2 e IN* 
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Solute. Facem subsfcitu^ia y = ^ e 2x =>■ x = \ In 


dx = \y l dy 


°°31 


Integrala devine / 0 °° e 


i ]n (^y) 


(1 + y)" JJ 5 - 2 ’ ■ Ijy 1 dy = 


1 /*7/» / — 


"y dy 


= 5 Jo* (m S') 2 ( X + 2/) l <fy = 

71-i 711 

= K “) 2 r^-'d+yr^d^^f ) 2 B(¥.¥) 


33. J® i In 3 x(l — In x) 4 dx 


Solute. Facem schimbarea lnx = t =>• x = e t dt si integrala devine 


Jo e" t t 3 (l - t) 4 e*dt = £ t 3 (l - *) 4 dt = B(4,5) = ^ □ 

34 - Jo ^P*® 

Solu$ie. Facem schimbarea In \ — t =4> x = e _t =» dx = —e _t dt §i 

integrala devine 1 2 (—e -t )di = J 0 °° t^e^dt — T (§) = Q) = 

= n 

2 LJ 

qe r _ & 

6J - 1 ~ JO (*+1)2 

Solufie. Vom gasi o noua formula pentru B(p, q): 

In formula ( 8 . 1 ) facem schimbarea de variabila x = ^ry §i ob^inem: 

B (P><l) = f™ (^l) * (i+^-i • jpft? = /o°° (y+i)p+^ d y 

Pentru problema noastra p — 1 — 3 , p -f <7 = 2 ==> p = §, 5 = | 

Asadar I — B (- = 5 r (i) r (f) _ 1 . tt _ tt\/2 q 

A§aaar 1 — xs ^ 4 , 4 ) — r(2) il 4 sin f — 4 Lj 

36 - 1 = Jo” 


Soluble. Facem schimbarea de variabila x 4 = t =4> x = £4 => 

J r _ I- A -| r _ 1 H + - 1r C 3 5\ _ 1 . r (l) r (t) _ 

=$> ax — 4 c -ar==+i — 4 j 0 ( 1+ ^ai — 4-° U’ 4/ — 4 r(2) 

__ 1 . £jkf)? r (t) _ A . TT_ _ 7T\/2 □ 

4 1! 16 sin £ 16 


, v _n ±1 

rco J i 2 


37 . ** i + »r 


dx, n, /c e JN" 
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Solufie. Pentru k = 2p, funcpa f(x ) = x k [1 + este para , 

deci 7 = 2 / 0 °° x k (l + 2 dx 

Facem substitu$ia. i = ^ 2 ? = =» da; = ^t~*dt 

7 = 2/ 0 °°(nt) p (l+t) -2 2 i ^i“5dt = n p+ 5 / 0 °°*P“2(l= 

= n p+ 5 J5 (p + § — p) cu condi^ia | — p > 0 

B (p + b ? ~ p) = unde r (p + 5 ) = (p + 5 _ x )‘ 

•(p +1 “ 2 ) • • • (p + \ ~ p) r (p + 5 ~ p) — ' • • • \ ■ r (f) = 


l-3-...-(2p—1) 
2 p 


_ (2p—1)!! 


Pentru A; = 2p + 1, func^ia / este impara deci 7 = 0 


38 - I = fo Tyt 


Soluble. Facem schimbarea de variabila x n = t =4> x = t* 

_i. _x t _ l r 1 l 


-^ ~ n dt -^ I — n fo — n Jq t n (1 t) n dt 

— Ir /I Ti—i \ _ l., r (^) r ( 21 Tr) _ __ i\ — I. *•_ 

n^ Vn* n / n T(l) n L \n) 1 \ x n) n sin ~ 


39. e~ x ‘ ~ 2x+3 dx 

Solufie. f ^ e _ ^ x+ 1 ^ + 4 da; = e 4 e~( x+1 ) 2 dx = e 4 J 0 °° e~ y2 dy = 
_ *4. Ve 


8.3 Probleme propuse 

Sa se studieze convergent^ integralelor; 

1 r°° dz 

JO l+x 4 

R: a = 4 > 1 ==*■ convergent a 

9 r 1 dx 
J 0 x^—5x 2 

R: a = 2 > 1 ==> divergenta 



R: a = 4 < 1 ==> convergenta 

4 - fo 1 [;] dx 
R: divergenta 
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5. Jq 1 [In x]dx 
R: convergent a 

6 - iri Ze ~ 2x ] dx 

R: convergent a 

7- J? 


“5 H/*dx 

y/X 


/*! COS \/~X 

R: Calculam lim / — -=—dx = 2sinl =£> convergenta 
— OJu V® 


8 . 

J0 (l+l 2 ) 2 


R . arc t g a; < JL 
(l+* 2 )3 “ ^ 


convergenta 


9. e sin 1 • ^dx,\> 0 

R: convergenta , cf. criteriului lui Abel, unde f(x ) = e sma: • sin2z, 
p(®) = jx 

Sa se studieze convergent §i sa se calculeze: 

10 . [ b . —M -, a < b 

^ a yj (x—o)(6—i) 

R: a = | < 1 => convergenta 
Facem substitu^ia x = a cos 2 y + b sin 2 y 

11. Fie F(y ) = Jq In y/aP 4- y 2 <ia:, y > 0 §i F(0) = —1. Sa se arate ca 
F'(0) ^ Jq + 0 (jt In \/z 2 + y 2 ) y=0 d®* 

Folosind posibilitatea de derivare sub semnul integral, sa se calculeze: 

12. F{y) = ff tjiaictg (ytgx)dx, y > 0. 

R: F(y) = f ln(y + 1) 

13. /W = / 0 f lnfeSf-^.W<l 
R: 1(a) = 7r arcsin a 

14. J(a) = J 0 1 >S^£!)^, a2<1 
R: / (a) = tt(\/ 1 — a 2 — 1) 

Sa se calculeze urmatoarele integrale cu ajut.orul func^iilor F §i B: 

15. J 0 °° e~ xP dx,p > 0 

^r(i + i) = ir(i) 
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16. Jq \ fx — X 2 d'X 


R:| 


’OO dx 


fo 1+x 4 

R: 


8 

i a r°° dz£. 

XO ' JO $/£(l+x) 


R- 

±1, 


19. /o°° f ^idx,m,n > 0 
R: ■- • ^ , 0 < m < n 

sin- > 


^ fo (l+x2 
R: 37s 

21. f°° e" 2x2+x+:L ^ 

J —OO 

R: \ ■ ei • \/27r 



Capitolul 9 

Integrale curbilinii 


9.1 Notiuni teoretice 

Drumuri parametrizate 


Defini£ia 9.1. Fie J un interval real; se nume§te drum parametrizafc pe 
J cu valori in R n orice aplica^ie continua 7 : J i-> R n . 

Definitia 9 . 2 . Daca notam 7 (t) = (71 (t),72^),.... 7 n (t)), atunci relatiiie 

Xi = 71M, ^2 = 72( 0 . •••> = 7 nW 

se nurnesc ecua^iile parametrice ale drumului 7. 

Defini^ia 9 . 3 . Daca J = [a, 6], atunci 7(a) §i 7(6) se numesc capetele 
(extremitatjile) drumului. Drumul se nume§te inchis daca 7(a) = 7(6). 
Opusul drumului 7 : [a, b ] i-» ]R n este, prin definite, 

7~ : [a, 6] IR n , 7 _ (t) = 7(0 + & - i). 


Evident, 7 §i 7 “ au aceea§i imagine. 

Daca 71 : [a, 6] t— > ]R n §i j 2 '■ [&> c] 1 —> R 71 sunt doua drumuri parametrizate, 
atunci drumul concatenat 71 U 72 : [a, c] h-* R n este definit prin 


7i U 72 (t) 


f 7 i(t), te[a,b] 

l 72 W, 


Imagined lui 71 U 72 este reuniunea imaginilor drumurilor 71 §i 72 . 


Defini^ia 9.4. Un drum 7 : J ^ R n se nume§te neted daca aplicatjia 7 
este de clasa C 1 §i 7 ; (t) 7 ^ 0, Vi £ J. 

Defmitda 9.5. Un drum se nume§te neted pe por^iuni daca este con- 
catenarea unui numar finit de drum.uri netede. 
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Defini^ia 9.6. Doua drumuri 71 : I i-» R n §i 72 : J >-4 R n se numesc 
echivalente cu aceea§i orientare (notam 71 ~ 72 ) daca exista un difeo- 
morfism strict crescator (f> : 1 J astfel meat 71 = 72 o <j>. Daca difeomorfis- 
mul de mai sus este strict descrescator, atunci cele doua drumuri se numesc 

echivalente cu orientari opuse. 

In cazurile particulare n — 2 (plan) §i n = 3 (spa^iu) notable uzuale 
sunt 7 (t) = (x(t),y(t)) §i respectiv 7(t) = (x(t),y(t), z(t)). 

Lungimea unui drum neted 7 : [a, b) 1-+ R 3 este; 

L( 7 ) = f \J + (z'{t)) 2 dt. 


Integrala curbilinie de prima spe$& 

Fie 7 : [a, b] 1-4 R 3 un drum neted §i fie / : D 1-4 R 0 func^ie continua 
astfel meat D 3 7 ([a, £>]). Integrala curbilinie de prima spet;a a func^iei / pe 
drumuT 7 este, prin definite: 

f f(x,y,z)ds= j f(x(t),y(t),z(t))\J (x'(t)) 2 + (y'(t)) 2 + (z^t^dt. 

J a 

Daca 71 §i 72 sunt doua drumuri parametrizate echivalente (indiferent de 
orientare) atunci f yi fds = f fds. 

Aplicatii 

i. Daca / este func^ia constants. 1, atunci se ob$ine lungimea drumului 7 . 

ii. Daca imaginea lui 7 este un fir material avand densitatea /, atunci masa 
M §i coordonatele centrului de greutate G sunt date de formuleie: 



Integrala curbilinie de spe^a a doua 

Fie a = Pdx-\-Qdy+Rdz o 1 -forma diferentlala cu func^iile P, Q, R. continue 
pe un deschis D C P 3 §i fie 

7 ; [a, b] 44 R 3 , 7 (t) = (x{t),y{t),z(t)) 

un drum parametrizat neted cu imaginea inclusa in D. Integrala curbilinie 
a formei diferen^iale a de-a lungul drumului 7 este, prin definite: 

/« = /(P( 7 (t))i'(t) + «( 7 (t))y'(t) + dt. 

Ja 
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Definite se generalizeaza evident la n variabile. De exemplu, in doua vari- 
abile: 

I Pdx + Qdy = f (P(j{t))x'(t) + Q(~f(t))y'(t)) dt. 

J J a 

Daca 71 §i 72 sunt doua drumuri parametrizate echivalente cu aceea§i 
orientare, atunci integralele corespunzatoare sunt egale: 



Daca cele doua drumuri parametrizate sunt echivalente dar cu orientari 
opuse, atunci integralele corespunzatoare difera prin semn. 

Nota$ii vectoriale 

Unei 1-forme diferen^iale a = Pdx + Qdy + Rdz i se asociaza ( in mod 
canonic) campul de vectori V : D i-> P 3 , V = (P, Q, R). Daca 7 este un 
drum parametrizat neted (cu imaginea inclusa in D), atunci integrala J a 

se mai noteaza §i J Vdr, numindu-se circula^ia campului V de-a lungul dru- 

mului 7. In particular, daca V = F este un camp de for^e, atunci circula^ia 
f Fdr este lucrul mecanic efectuat de for^a F pe drumul 7. 


Forme diferen^iale exacte 


Defini^ia 9.7. O 1-forma diferen^iala a = Pdx + Qdy H- Rdz se nume§te 
exacta pe mul^imea D daca exista / 0 funcpe (numita potential scalar sau 
primitive ) de clasa C l (D) astfel incat Df = a, sau. echivalent: 


df 

dx 


-p d f -o 9f -R 
- P ’di~ Q ’Tz- R ’ 


in orice punct din D. Campul de vectori V = (P, Q, R) asociat formei 
diferent;iale a se nume§te in acest caz camp de gradient^. 

Defini^ia 9 . 8 . 0 1 -forma diferenpala a = Pdx + Qdy -I- Rdz se nume§te 
inchisa pe D daca sunt verificate (in orice punct din D ) egalitafile: 

dP_dQ dQ_8R dR_dP 
dy dx dz dy ’ dx dz 

Definable de mai sus se generalizeaza in mod evident la n variabile. 
Important^ formelor diferen^iale exacte este data de urmatorul rezultat: 

Teorema 9 . 1 . (Independen$a de drum a integralei curbilinii) Fie 

a = Df 0 1-forma diferenjiald exacta pe D §i fie 7 un drum parametrizat 
neted cu imaqinea inclusa in D o.vand extremitatile p.q € D; atunci: 

i. J 7 Df = f(q)-f(p). 

ii. daca in plus drumul 7 este inchis, atunci f y Df = 0. 
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Din teorema de simetrie a lui Schwarz rezulta ca orice forma diferenpiala 
exacta (cu potenpialul scalar de clasa C 2 ) este in mod necesar §i inchisa 
Reciproca acestei afirmapii este, in general, falsa . De exemplu, forma 
diferenpiala 

—y x 

^ 2 _i_ 2^“^ 2 i 

x z + x c 4- y z 

este inchisa pe R 2 \ {(0,0)} dar nu este exacta pe aceasta mulpime. 

Are loc totu§i urmatorul rezultat fundamental: 

Teorema 9.2. (Teorema lui Poincare) Fie a o 1-forma diferenpiala de 
clasa C 1 inchisa pe deschisul D C R n . Atunci pentru orice x 6 D exista o 
vecidtate deschisa a saU C D §i o funcpie f E C 1 astfel meat Df = a peU. 

Intr-o formulare succinta teorema afirma ca orice 1-forma diferenpiala 
inchia este local exacta . 

Exista mulpimi pe care teorema de mai sus este adevarata global, De 
exemplu, daca mulpimea D este stelata (adica exista un punct Xq e D 
cu proprietatea ca segmentul [xo,^] C D,\/x e D ) atunci orice 1-forma 
diferenpiala inchisa pe D este exacta pe D. 


9.2 Probleme rezolvate 

Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii de spepa intai : 

1. J c xds , C : y — x 2 , x e [0,2] 

Solupie. Folosim formula de calcul a integralei curbilinii de prima spepa 
pentru curbe care nu sunt date parametric C : y = <p(x). x € [a, b ] : 

f f(x,y)ds= [ f(x t <p{x))y/l + ty{x)) 2 dx 

JC Ja 

Avem J c xds = / 0 2 xy/l 4 - 4 x^dx (cu schimbarea u = 1 + 4a: 2 ) □ 

2. f c y 5 ds,C:x = ^ } ye[ 0,2] 

Solupie. Analog c u exerc ipiul 1: _ 

Jc y° ds = Jo y 5 V l + y 6 <iy = l /o 2 6/ y/1 + y 6 dy = 

= Uo°VT+idt = = □ 

2 


3, J c z(x 2 + y 2 )ds, C : x = t cos t,y = t sin t,z = t,t 6 [0,1] 
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Solute. J c z(x 2 + y 2 )ds = t(t 2 cos 2 1 + t 2 sin 2 t)- 

•yj (cos t — t sin£) 2 + (sint +1 cost) 2 + 1 dt = t 3 \/2 + t 2 dt — 

= \ fo uy/2 + udu = \ J^(p 2 - 2 ) • p • 2 pdp = J^p 2 (p 2 - 2 )dp = 

— /\/3 _ 0 2 ^./n/ 3 r-| 

“ 5 fy/2 Z 3 I ^ 

4. f c x 2 ds. C : x 2 + y 2 — 2, x > 0, y > 0 

Soluble. Curba C reprezinta un sfert de cere. Parametrizarea cercului 
este x = V^cos#, y = \/2sin 0. iar din x > 0,y > 0 => 6 E [0, |] 

J c x 2 ds = / 0 ? 2 cos 2 6^/2 cos 2 0 + 2 sin 2 6d$ = 2y/2 / 0 f = 

= V2(0 + ^sin20)/f □ 

5. J c x 2 ds, unde C este arcul de cere definit prin intersec^ia sferei 

x 2 4- y 2 + z 2 = a 2 cu planul y — x, parcurs de la punctul A(0,0, -a) 
la punctul £(0.0, a). 

Solufte. Folosind coordonatele sferice gasim o reprezentare paramet- 
rica a arcului de cere C: 

x = sin 6 

V — sin 6 

z — a cos 6 

unde p = < 2 , (p = |, 9 € [0, tt] 

f c x 2 ds = Jq y sin 2 9\J cos 0) 2 + cos 0) 2 + (—asin0) 2 d0 = 

= JZ 4 sin 2 Odd = i JZ tef^de = i [\6H - Sin2 fl/S] = 4 ■ f = 

= + □ 

6. [ c xyds , unde C este curba de intersec^ie a suprafetjelor x 2 + y 2 + z 2 = 

= a 2 .x 2 + y 2 = y situata in primul octant. 

Solupie. Curba este intersec^ia dintre 0 sfera §i un cilindru §i 0 parametrizam 
folosind coordonate cilindrice: 

x = | cos 6 

y = | sin 6 

~_ Q+3 

z — 2 

unde p = z se ob^ine facand sistern intre cele doua ecua^ii ale 
suprafe^elor §i pastrand doar valoarea pozitiva deoarece curba se afla 
in primul octant, adica 2 : > 0. iar 9 E [0, |] deoarece x > Q.y > 0, 
curba fiind in primul octant 
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J c xyds = / 0 2 ^ cos#sm0y (—§ sin#) 2 + (| cos9) 2 d8 = 

= T So sin 6 cos Odd = ^ Jj sin 20 d$ = = fj 

7. Sa se calculeze lungimea arcului de curba dat prin y = chx, 
0 < x < In 2. 


□ 


Soluble. I = J c ds = J 0 ln2 VI + sh 2 xdx — J^ n2 chxdx = 
= shx/o 112 = I 


□ 


8. Sa se calculeze centrul de greutate al barei y = ach^, 0 < x < a. 


n j .■ f n xds fnXch%dx oxshf/g—a/ n ft shf dx 

Solufie. x G = ^ = fcsfE- = ‘ = 

_ a 2 shl-a 2 chf/g __ 2a_ 
oshl e-1-1 

In yds a/ 0 a ch 2 §dx _ f / 0 °(ch^+l)dx- _ g ( e 4-i +4 e 2 ) 
J c ds cshl ashl 4e(e 2 — 1) 


VG = 


□ 


Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii de spe^a doua: 

9. [ c 2^+y ~ a+x' un< ^ e @ es ^ e CUI> ba simpla care are drept imagine 
por^iunea din cercul x 2 + y 2 + 2 ay = 0(a > 0), pentru care x + y > 0 
§i extremitatea ini^iala in punctul A\{a , —a). 


Solufte. Cercul are centrul in punctul (0, —a) §i raza a. Dreapta x+ 
~-y — 0 este a doua bisectoare, iar inegalitatea x + y > 0 reprezinta 
semiplanul determinat de aceasta dreapta , care confine punctul (1,1). 
Bisectoarea a doua taie cercul in punctele . 41 ( 0 , —a) §i 0(0,0). Atunci, 
reprezentarea parametrica a curbei este 


x = acost,y = —a + asmt,t € [0. | . 


Integrala devine: 


1 JC 2a J ry a+x 

Folosind identita^ile 
sint = cos (| —t) = 

2cos 2 (f 


sint 
I = 


2 cos 2 (f 


1 ) 


TT 

" Jo 2 


-I)- 1 


~ So 2 

-2 't/I 


1 


2co S 2 (f-|) 

KfT) 


2 cos 2 |-1 
2 cos 2 ^ 


2cos 2 (^-|) ^ 2cos 

tg a-!)/?+t g yl 


2c ° s2 § 


1 §i 
dt = 
dt ■ 


uu a 


2 cos 2 | 


1 ob^inem 


-7T -f 2 


□ 


10. xdy - ydx, C : x 2 + y 2 = 4, j/ = V&c, 2 > 0, y = 
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Soluble. C — C\ UC 2 UC 3 , unde C\\y = x G [0,\/3], 

C2 : a: = 2 cos t,y = 2 sin t,t G [f > f ]» ^3 : 2 / = xy/3 t x G [ 0 , 1 ] 

Atunci 

/ c xdy - ydx = / Ci xdy - ydx + xdy - ydz + / c xdy - ydx = 

= J2* (75 _ 73) ^ ■*" J| cos t • 2 cos £ - 2 sin t • (-2 sin t)]di+ 

-I- fi(xy/3 — xVS )dx — ^ □ 


11 . 


J c (y—2z)dx—(z—x)dy+(2x—y)dz, unde C este curba simpla §i inchisa 
care are drept imagine cercul din spa^iu aflat la intersec^ia sferei x 2 -f 
y 2 -\-z 2 = a 2 (a > 0) cu planul x—y+z = 0; are ambele capete in punctul 


A ^)» determina pe acest cere sensul trigonometric direct 

(sau invers acelor de ceasornic) daca privim dinspre partea pozitiva a 
axei Ox. 


Solu$ie. Proiectda cercului dat pe planul xOy este o elipsa §i ecua^ia sa 
se ob^ine eliminand pe z intre ecuatjiile x 2 + y 2 + z 2 = a 2 §i x — y + z = 
= 0. Ecuai;ia elipsei va fi 

x 2 -ry 2 + {x-y) 2 = a 2 x 2 -xy+y 2 = ^ <=> (x - |) 2 + = 

- £ 

— 2 • 

Punand x — ^ = ^cosr, = -^= sin t, t € [0,27r] obtjinem o 
parametrizare parametrica a elipsei: 
x = -^ cos t + ^ sin t, y = ^ sin t.t E [0.27r] 

Inlocuind expresiile lui a: §i y din reprezentarea de mai sus in ecuafia 
planului x — y + z =■ i\ determinant pe z ca func^ie de t §i ob^inem 
reprezentarea curbei C: 

x = ^ cost + sint,y = sin t.z — ^sint - -J= cost ,t E [0. 27t] 
Avem 

f c (y — 2 z)dx — (z — x)dy -r (2x — y)dz — 

= fo*l% cost^sint+^cost'j + ^cost-^cost + ^cosp 

■ (^cost +^smt)]di =/ 0 7/5 cos 2 idi = ^ □ 

12. Folosind integrala curbilinie, sa se calculeze aria buclei foliului lui 
Descartes x 3 + y 3 — 3 axy = 0. 

Soluble. Reprezentarea parametrica a curbei este 

x = ^s,y = £ [0,oo) (aceasta se ob^ine intersectand curba 

dreapta y = tx) 

Aria se calculeaza dupa formula A = j c xdy — ydx 
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Avem 

A _ 1 f°° 3ai ( 3 0*2 V _ 3a* 2 f _3a< V j* _ 1 rco n .,2 t 2 j+ _ 

A ~ 2 JO 1+F \^1+* 3 j I+7 3 / at ~ 2 Jo 9a (I+FP at 

— 3a? Q 

2 LJ 

13. SS se calculeze / r ydx + a;dy pe un drum cu capetele A(2,1) §i B(l. 3). 

Solufie. Forma diferentjiala a = ydx + 2 d;y este inchisS pe R 2 §i deci 
este exacts . RezultS ca integrala este independents de drumul par¬ 
ticular care une§te 

punctele A §i B. Integrala se calculeaza pe un drum particular, de 
exemplu pe segmentul [AB] , a carui parametrizare este: 

x{t) = y(t) =t,te [1,3]. 

O alta metodS constS in a determina un potential scalar / pentru 
1-forma diferenfialS a: 

/>X ry 

f(x, y) = I yodx + / xdy = xy + k, 

Jxq Jyo 

k fiind o constants arbitrarS . Integrala ceruta in enunf este: 

j a = f(B) - f (A) = 1, 

r fiind un drum arbitrar avand capetele A §i B. 


14. Fie P, Q, R : = {(x, y, 2 ); y > 0, 2 : > 0} »-+ R, 

P{x,y,z) = x 2 — yz + jT 2 ’ 

0 ^ 4 . 

Q{x,y,z) — y 2 — zx -o, 

R(x,y,z) = z 2 - xy. 

Notand cuw = Pda: + Qdy + Rdz , sa se calculeze J to, unde F este un 

drum parametrizat arbitrar (inclus in fi) ce une§te punctele A(l, 1.0) 
§i B(—1,1,0). 


Solufte. Observam ca to este 0 1-forma diferenfialS inchisa : 
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9R__ n _dP 
dx ^ dz' 

dQ__ _ OR 
dz X dy 

Domeniul £2 este stelat, a§adar uj este exacta pe £2. Rezulta ca J 

nu depinde de drumul parametrizat T, ci doar de extremita^ile A §i B 

§i de orientare (de la A catre B). 

Fie parametrizarea x(t) = — t, y{t) = 1, z(t) = 0, t E [—1,1]; ob£inem: 




7T 

2 ' 


Sa mai facem observalpa ca ra^ionamentul de mai sus nu mai este corect 
daca drumul nu ar fi inclus in 0, deoarece, pe un astfel de domeniu 
u nu ar mai fi exacta §i deci integrala nu ar mai fi independenta de 
drum. 

De exemplu, sa consideram punctele C(l,—1,0), D{— 1,—1,0) §i dru¬ 
mul Ti format prin concatenarea segmentelor (orientate) [AC]U[CD]U 
[. DB ]. Atunci f r cu ^ f r u>. Intr-adevar, cu parametrizarea: 

[AC] : x(t) = 1, y(t) = -t> z(t ) = 0, t € [-1,1], 

[CD] : x{t) - t , y(t) - -1, z(t ) = 0, t 6 [-1,1), 

[DB] : x(t) = -1, y(t) = t, z(t) = 0, t € [-1,1]. 
se ob^ine: 

7T 2 7T 2 7T 2 2 7T 

2 3 * 2 3 ' 2 ' 3 3 ' u 2 * 

□ 



15. Fie P,Q : R 2 \ {(x t y) \ xy = -1} ^ K, 


P(x, y) 


y 

1 + xy' 


Q{x-,y) 


X 

1 +xy 


§i fie a = Pcfc + Qdy. Sa se calculeze integrala f r a, unde T este un 
drum arbitrar avand capetele A(— 1. —1) §i B(3, 3) §i nu intersecteaza 
hiperbola xy = — 1. 


Soluble. Forma diferenlpala a este inchisa : 

3P 1 d Q ^ TT, 2 

W = (TTi# = &’ V(3: ' s ' )eR ’ x ^“ 1 - 

Mult'imea Q = {(rc, y) £ R 2 j xy > —1} este stelata , deci pe Cl a este 
exacta . Rezulta ca integrala este independenta de drumul particular 
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(inclus in O) care une§te punctele A §i B. Un potential scalar pentru 
a pe mul^imea 91 este: 

f(x,y)= I —— dx+ [ —*—dy = ln(l 4 - xy) 4 - k, xy > - 1 , 

J xo 1 + xy 0 J yo 1 4 - xy 

§i deci integrala este: 



a = f(B)-f(A) = In 5. 


□ 


Constatand in prealabil ca expresia de sub semnul integral este o 
diferenpala totala , sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii, 
in care s-au specificat numai capetele curbei de integrare: 


16 - C*) Y^dx + j^jdy,hi&t& pe o curba a carei imagine nu inter¬ 
secteaza hiperbola xy — — 1 . 


Soluiie. Avem P(x,y) = ^ §i Q{x,y) = T j^{xy ^ -1) 


Mul^imea pe care sunt definite P §i Q nu formeaza un domeniu. Vom 
considera numai mul^imea D a punctelor din plan pentru care xy +1 > 
> 0. Mult;imea D confine punctele A\ (|,— 2 ) §i A 2 ( 3 , 0 ), deoarece 
avem | • (— 2 ) + l = ^>0§i3-0 + l = l> 0 . Aceasta multjime este 
un domeniu simplu conex, deci putem aplica teorema 11 . 2 . Functjiile 
P §i Q admit derivate par^iale continue pe D §i avem ^ = 


= ( 1+ ^2 • In concluzie integrala nu depinde de drum. Pentru calculul 
ei trebuie sa gasim o curba care une§te punctele A\ §i A^. Sa ob- 
servam ca nu putem lua curba care are drept imagine segmentul A 1 A 2 
§i nici curba care are drept imagine segmentul A} A 3 reunit cu seg¬ 
mentul A 3 A 1 , unde A 3 (3, — 2 ), deoarece aceste contururi intersecteaza 
hiperbola xy — — 1 . Daca notam A 4 (|,0) se observa ca segmentele 
A 1 A 4 §i A 4 A 2 nu intersecteaza hiperbola xy = — 1 . Sa luam curba 
simpla C care are drept imagine aceste segmente. Ea este reuniunea 
curbelor C\ : x = y = t, t G [— 2 , 0 ] §i C 2 '■ x = i, y = 0 , t 6 [|,3]. 
Atunci 


5c 


y 


C l+xy 


dx 


■Ay = /< 


V 


Ci 1-1 -xy 


dx + 


X 


lAxy 


dy + f c 


V 


C2 1 -rxy 


dx + Y§^dy = 


= /-2lfl7 dt + J± odi = ln3 

1 3^ J 


□ 


17. yzdx + xzdy + xydz 
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Soluble. Func^iile p = yz,Q = xz,R = xy sunt definite §i admit 
derivate partjiale continue in tot spa^iul. Avem 
dP - 9 Q - y dP — M — o, dQ - dR - r 

dy dx '■ dz dx o'* dz dy x 

deci expresia de sub semnul integral este o diferen^ila totala §i integrala 
curbilinie nu depinde de drum. Fie punctele A\( 1,1,0), 1,1,1), 

A 3 (2,1, 1 ). A 4 ( 2 ,3,1). Vom alege curba simpla care are drept imagine 
segmentele AiA 2 ,A 2 A 3 ,A 3 A 4 §i are primul capat in punctul A\. Ea 
este reuniunea curbelor 

C\ : x = l,y = l,z = t,t 6 [0,1]A : x = t,y = l,z = l,t E [1,2], 
O3 : x = 2,y = t,z = l,t E [1,3]. 

Atunci: 

Sc l+Ty ix + = Sc, dx + ifsi d V + Sc, T&i dx + = 

= So dt +Si dt + Si 2dt = 6 □ 

18. Sa se stabileasca domeniul in care expresia P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 

= \J \/x 2 -Py^ — xdx + + xdy este o diferentjiala totala §i 

sa se gaseasca o primitiva a ei in acest domeniu. 

Soluble. Func^iile P §i Q sunt definite §i continue in tot planul. Pentru 
y 7 ^ 0 ele admit derivate par^iale continue §i avem 



Deoarece ^ = 1 numai pentru y > 0, rezulta ca cele doua derivate 
par^iale sunt egale numai in semiplanul superior, ce reprezinta dome- 
niul cautat. 

Fie (x',y') un punct din semiplanul superior §i C(x',y l ) : x — x't,y = 
= y't,t E [0,1], 0 curba care are ca imagine segmentul ce une§te 
punctele (0,0) §i (x 7 , y '). O primitiva a expresiei diferentjiale din enunt 
va fi data de rela^ia 

F{x\ y') = f c(x , y) P(x, y)dx -f Q{x, y)dy = 



19. Stabilind in prealabil ca expresia 

(*5* + S^jr) dx + x (1 - idp) dy + do&oita 
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pentru x > 0 , z > 0 , este o diferen^iala totala , sa se gaseasca o 
primitiva a ei. 


Solufie. Domeniul D definit de inegalitai;ile x > 0, z > 0 este simplu 
conex. Functiile 


P = z±m _|_ -Jf_- q = x fi - .R = 

xz y 2 * ™ yz x 2 j r'y~ J ' 

admit derivate par^iale continue pe D. Avem 


sunt continue §i 


qp _ ag _ 1 , x 2 -y 2 dP _ dR _ _y_ dQ _ dR _ _x_ 

dy Ox z (® 2 -|- 2 / 2 ) 21 0z z 2 ’ 5z 3j/ x 2 


Rezulta ca expresia data este o diferen^iala totala . Pentru calculul 
primitivei F vom lua punctul (xb,yo,2o) = (1,1,1) G D. punctul ar- 
bitrar (x / ,y / ,z / ) G D §i o curba C cu extremitatea nnala in (x'.y'.z 7 ), 
compusa din reuniunea curbelor 


Ci : x = t, y = 1, z = 1, t G [1, x'} 
C 2 : x = x\ y = t, z = 1, t G [1, y'] 


C$ : x = x',y = y', z = t.t G [l,z'j 

Atunci F(a; / , y', z') = f c Pdx+Qdy+Rdz — f Pdx+Qdy+Rdz— 

= If (¥ + ) *+If * (i -?&)*+jf ^a = 

— (lnt + 1 A arctg t)/f + x'i/f - arctg p/\ A In t/f' + ^p-/( = 

= In x'z' A arctg a : 7 -f arctg h - arctg K A ^4- - j 


□ 


20 . Sa se calculeze circula^ia campului de vectori V de-a lungul curbei T 
in urmatoarele cazuri: 

a. V = — (x 2 + y 2 )i — (x 2 - y 2 )j , 

T = {(x. y) 6 IR 2 ; x 2 + y 2 = 4, y < 0} U {(x, y) G 1R 2 ; x 2 + y 2 — 2a; = 
0 ,y_^ 0 }._ 

b. V = xi + xyj + xyzk ) 

T = {(x,y, z) G IR 3 ; x 2 4 - y 2 = 1} H {(x,y,z) G IR 3 ; x + z = 3}. 


Soluiie. Campului de vectori V = Pi A Qj + Rk i se asociaza , prin 
definite, 1 -forma difere^iala u = Pdx+Qdy + Rdz ; circula^ia lui V de- 

a lungul lui T este, prin definite integrala curbilinie: f Vdr = [ u>. 

Jr Jr 


a. Notam; 


Ti = {(x, y) G IR 2 ; x 2 A y 2 = 4. y < 0}, 
r 2 = {(x, y) G IR 2 ; x 2 A y 2 — 2x = 0. y > 0}. 
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0 parametrizare ( in sens trigonometric pozitiv) pentru T se obtjine 
astfel: 

Fi : x(t) = 2 cost, y(t ) = 2 sint, t G [tt, 27t), 

T 2 : x(t ) = 1 + cost, y(t) = sint, t e [ 0 , 7 r]. 

b. Parametrizarea este: x(t) = cost, y(t) = sint, z(t) = 3 — cost, t G 

[0,2?r). 

□ 


9.3 Probleme propuse 

Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii de spetja intai: 

1. f c y/y( 2 — yjds, unde C : x = t - sint, y = 1 — cost, t 6 [0, f ] 


2. /^(x + y)ds ,C:y = x + 2,0<x<l 
R: 3\/2 

3. f c sinxds, C : y = sinx,0 < x < § 

R; -f- ln(l -j- \/2) 

4. J c e x+y ds, unde C este curba simpla , inchisa , rectificabila §i ori- 
entata pozitiv care are ca imagine triunghiul din plan cu varfurile 
A\{— 1 , — 1 ),^ 2 ( 1 , —1), ^ 3 ( 1 , 1 ) §i ambele capete in punctul A\. 

R: (l + (e 2 - e“ 2 ) 

5. j c z(x 2 + y 2 )ds, unde C : x = t cos t, y = t sin t, z = t, t G [0,1] 

6. / c yets, C : x 2 + y 2 = 1 
R: 0 

7. Sa se calculeze masa §i centrul de greutate ale firului material omogen 
cu densitatea p(x, y, z) = 1 care este imaginea curbei C : x = \Ar 2 — t 2 - 
cos t,y — \fi r 2 — t 2 • sint, 2 = \/47r 2 — 1 - V7r 2 — t 2 ,t G [—7r, tt] 

R: M - ^,x G = = 0,2 G = ^ • V47T 2 - 1 

Sa se calculeze urmatoarele integrale de spe^a a doua: 

8. / c xyetx — y 2 dy, unde C : x = t 2 ,y = t 3 , t G [0,1] 

R. __L 
xv. 21 



186 


CAPITOLUL 9. INTEGRALE CURBILINII 


9. j c xdy , unde C : x = e*, y = ln(l -f e*), t E [0, In 2] 

R; 1 H - In ^ 

10. J c xdx + e x dy, unde C : x = ln(l + t),y = \/T+l, t E [0,1] 

R: i(ln2) 2 + i(2v/2-l) 

11. J c (&icsiny)dx + x 3 dy, unde C : x = -t,y = y/1 - t 2 , t E [-1,1] 

R: ^ -2 

12. f c (x + y)dx -ydy,C : xy = 2 ,y = 2 x,y = %,x > 0 
R: — y — 2 In 2 

13. Jc ~ V d y)iC '■ x 2 + y 2 = l,y = 0 ,y = a?tga,a < f ,x > 0 

R.: In \/T — sin 2a 

14. + l)dx + x 2 dy, unde C este curba simpla §i rectificabila care 
are drept imagine por^iunea din parabola y = x 2 — 1, cuprinsa intre 
punctele A\(l, 0) §i A 2 (—1,0) §i primul capat in punctul A\. 

R:-§ 

15. J c ydx — (x — a)dy. unde G este curba simpla , inchisa §i orientata 

/ \ 2 2 

pozitiv, care are drept imagine elipsa - + ^ = 1 (a > 0, b > 0) §i 

ambele extremitatl in originea coordonatelor. 

R: — 2tt ab 


16. f c \/y 2 + z 2 dx + V 2 2 + x 2 dy + \j!x 1 + y 2 dz, unde C este curba simpla 
care are drept imagine segmentul din spa^iu AB , cu A(— 1. —1, —1) §i 
5(2,2, 2) §i primul capat in punctul A. 

R: ^ 

17. j c ydx + zdy + xdz, unde C este curba simpla §i inchisa care are drept 
imagine triunghiul din spavin ABC cu varfurile A( 1,0,0), 5(0,1, 0), 
(7(0,0,1); are ambele capete in punctul A §i determina orientarea 

(a,b'c). 

R:-l 

18. j c Vl — x 2 dx + xdy, unde C:x 2 + ^ = 1 , 2:>0 parcursa in sens 
direct. 

R: 7 r 


19. Constatand in prealabil ca expresia de sub semnul integral este 0 
diferent;iala totala , sa se calculeze urmatoarea integrals curbilinie,in 

/-i n\ 

care s-au specificat numai capetele curbei de integrare fL 7 ydx 4- xdy. 
R: 1 
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20. Stabilind in prealabil ca expresia (y 2 - 3 x 2 )dx + 2 xydy este diferen$iala 
totala , sa se gaseasca o primitiva a ei. 

R: F(x',y') = - x /3 + x'y' 2 



Capitolul 10 

Integrate duble 


10.1 No^iuni teoretice 


Fie / o func^ie marginita §i definita pe domeniui marginit DcE 2 . Se 
considera o partible a planului in intervale bidimensionale, din care re^inem 
pe acelea ce conjoin puncte din D. Notam prin u>k,k = 1 ,n, intervalele 
bidimensionale re$,inute, numerotate intr-o ordine oarecare. Fie diviziunea 
A mul^imea acestor intervale. Norma diviziunii A notata i/(A), este cea mai 
mare dintre dimensiunile intervalelor u>k,k — l,n. Suma Riemann ata§ata 
func^iei f corespunzatoare diviziunii A a domeniului D este 

n 

**(/) = ,r ik)aria(u k ) t (^m) e u k 

fc=l 


Integrala dubla a fund;iei / extinsa la domeniui D este 

f(x 1 y)dxdy = lim a A (f) 


1L 


i/(A)—» 0 


limita fiind aceea§i pentru orice alegere a punctelor intermediare (£fc, %)• 
Pentru calculul integralei duble se disting urmatoarele doua tipuri fun- 
damentele de domenii de integrare: 

a) Domeniui D y este simplu in raport cu axa Oy daca este definit de 
inegalita^ile a < x < b,a(x ) < y < /3(:r),unde a §i @ sunt functjii continue 
pe [a, b). Daca / este continua pe D y , atunci 


r r r° rP(x) 

/ / f(x,y)dxdy= dx 
J J D y Ja J a{x) 


f(x,y)dxdy 


b) Domeniui D x este simplu in raport cu axa Ox daca este definit de 
inegalitalple c < y < d, 7 ( 7 /) < x < 8(y ), unde 7 §i <5 sunt funclpi continue pe 
fc, d]. Daca f este continua pe D x , atunci 


J JD, 


f(x, y)dxdy 
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Schimbarea de variabile la integrala dubla Fie D' un domeniu com¬ 
pact in planul Ouv §i D un domeniu compact in planul Oxy. Fie T o 
transformare definita pe D' cu valorile pe -D,data de func^iile reale <p §i if, 
de doua variabile reale , 

T ( x = (f{u,v), {u,v) 6 D' 

' \ y = y(u,v), ( u,v)eD' 


Presupunem ca : 

1 ° T este continua pe D' §i biunivoca pe Int(D') 

2° Func^iile <p §i if au derivate partial e continue §i marginite pe Int(D') 
3° Pe Int(D'), jacobianul transformarii T este diferit de zero: 


t _ DjwP) _ 
J ~ D{u,v) ~ 


d<p 

du 

a? 



0 


Teorema 10.1. (Teorema de schimbare de variabile la integrala 
dubla ) Daca f este o funcfie reala definita §i integrabila Riemann pe 
D, avem 



Vom da cateva exemple de schimbari de variabile utilizate mai des: 
a) Transformarea de la coordonate polare (notate cu 6 §i p) la coor- 
donatele carteziene: 


( x = p cos 0, ( 9 . p ) € D' 

\ y = psin 8 , ( 8 ,p)eD' 


unde D' = {( 9 , p) 6 1R 2 jp > 0,0 < 0 < 27r} sau 

D' — {(0, p) 6 K 2 /p > 0. —77 < 9 < 77} 

Jacobianul transformarii, in modul, este j = p 

b) Transformarea de ia coordonate polare generalizate (notate cu 0 
§i p) la coordonatele carteziene: 


( x = apcos a 8 , p>O,O<0< § 
\ y = 6 psin Q 6 , p>O,O< 0 <| 


Djxjy) 

D{e, P ) 


= aabp cos a 1 8 sin a 1 8 


.a— 1 


unde a,b,a > 0 

Jacobianul transformarii, in modul, este 
Pe langa calculul ariilor domeniilor plane §i al volumelor, dam §i urmatoareie 
aplicatji ale integralelor duble: 

a) Masa unei placi plane D, de densitate p(s,y) > 0 este 


M- J j^p(x,y)dxdy 
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b) Coordonatele centrului de greutate G al unei placi plane D, cu den- 
sitatea de masa p(x, y) > 0 sunt 

x G = ~j^ J J^xp(x,y)dxdy,y G = f J^yp(x,y)dxdy 

c) Momentele de iner^ie ale placii in raport cu axele de coordonate Ox 
§i Oy sunt respectiv 

4 = I Id y2p ^ X ' y ^ dxdy ' Iy = / J D x2 P( x ' v) dxd V 

Momentul de iner^ie al placii in raport ,cu originea este Iq — 4 + I y 


10.2 Probleme rezolvate 


Sa se calculeze urmatoarele integrale: 


1 - / = Sh 


X* 


D \Jx 2 +y 

X = 0,y = l,y = \/2,y = x. 


dxdy , daca D este domeniul marginit de areptele 


Solufte. Domeniul D este simplu in raport cu ambele axe. Vom consid- 
era domeniul D simplu in raport cu axa Ox §i vom integra in ordinea 
x,y, deoarece , in acest caz, reprezentarile parametrice ale curbelor 
care marginesc domeniul D au o expresie mai simpla . 


Proiec^ia domeniului D pe axa Oy este intervalul [1, \/2}. Reprezentarea 
parametrica a curbei care il margine§te la stanga este x = 0,1 < y < 

< \/2, iar reprezentarea parametrica a curbei care il margine§te la 
dreapta este x = y ) 1 < y < \A2. Avem 


^2 


>rv xj 
JO 


dx ) dy = 


Wi 

= S-A i\A 2 + 2 / 2 “ • ln(x + + S' 2 ) /o d V = 

= 2 - ln(l + sft))dy = \[V2 - ln(l + V2)} 


□ 


2. I = f f D ( 1 — y)dxdy , unde D = { x 2 + {y — l) 2 < 1, y < x 2 , x > 0} 


Soluble. Domeniul D este por^iunea cuprinsa intre cercul cu central in 
punctul B( 0,1) §i raza 1 §i parabola y = x 2 , din primul cadran; el este 
simplu in raport cu ambele axe. Vom integra in ordinea y, x , deci vom 
considera domeniul D simplu in raport cu axa Oy. Aflam coordonatele 
punctului A de intersec^e a cercului cu parabola, rezolvand sistemul 

/ x 2 + (y - l) 2 = 1 
l V = x 2 
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§i ob^inem A( 1 . 1 ). Rezulta ca proiect;ia domeniului D pe axa Ox este 
intervalul [0, lj. Curba care margine§te inferior domeniul D este arcul 
de cere OA, situat pe semicercul inferior; reprezentarea sa parametrica 
se ob^ine rezoivand in raport cu y ecua^ia cercului §i este y = a{xi) = 
= 1 — \/l — z 2 , x € [0,1] 

Curba care margine§te superior domeniul D este por^iunea din parabola 
y — x 2 , cuprinsa intre punctele O §i A. deci are reprezentarea para¬ 
metrica y = fi(x) = x 2 , x £ [ 0 , 1 ]. 

Reducem acum integrala dubla la o integrals, iterata , in ordinea y, x : 

1 = fo (fi-vttt 1 ~ y> d y) dx = ~ So K 1 - y)/?srzi dx = 

= -5 So [(! - z 2 ) 2 + x 2 - l]dx = -\fo (s 4 - x 2 )dx = ^ □ 

3 . I = J J xydxdy, unde D e domeniul limitat de curbele xy = 1 . x+y = 

_ 5 
~ 2 ’ 

Solufte. Curbele se intersecteaza in punctele A ( 5 , 2 ), B ( 2 , |) ob^inute 
rezoivand sistemul 

xy = 1 
x + y = § 

Domeniul D este arcul hiperbolei echilatere xy = 1 cuprins intre 
punctele A §i B §i segmentul din dreapta x + y = | marginit de 
punctele A §i B. 

J 1 xydyj dx = Ji :v\f\ X dx etc, □ 

rc / 2 X 

4 . I — f f D y/\y — x 2 \dxdy, unde D e domeniul x £ [— 1 , l],y £ [ 0 , 1 ]. 



Solufte.y Domeniul D este un dreptunghi care se scrie ca reuniunea 
dintre D\ §i D 2 , unde D\ = {{x,y)/ — l<®<l,0<y< x 2 } §i 
D 2 — {(x, y)/ — 1 < x < l.x 2 < y < lj.Atunci 

I = I Id \/\y- x 2 \dxdy = J f Di \/x 2 - ydxdy + f J D2 \Jy- x 2 dxdy 

J f Dl V^-ydxdy = /ij (j 0 x \Jx 2 - ydy ) dr: = 

= f\ ( / x °2 -Vzdz'j dx = I'A/fdx = lx 3 dx = 0 

Analog / /^ 2 \Jv ~ x 2 dxd.y = sjy - x 2 dyj dx etc. □ 

5^1 = / / D (|x| + |y|)dacdy, unde D : |x| + \y\ < 1. 
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Soluble. Domeniul D este un patrat de varfuri (1,0), (0,1), (—1,0), (0, —1) 
§i se scrie ca reuniunea a patru domenii Di , 1)2 > 03 , 1 ) 4 , dupa cum x §i 
y se afla in prirnul, al doilea, al treilea, respectiv al patrulea cadran. 

Atunci 

I = I JdS x+ y) dxd v +1 Id 2 (- x + y) dxd y+1 Jd 3 (~ x ~ v.) dxd y+ 

+f J Di ( x ~y) dxd y = fo 1 (fo' x ( x + y) d v) dx +f~i (fo 1+x (~ x + y) d v) dx+ 
+/-i (f-i-J-x - y) d y) dx + fo (fx-i( x ~ y) d v) dx etc - D 

6 . I = f f D dxdy , unde D : y 2 < Sx. y < 2x , y + 4x < 24. 

Solufte. Aflam punctele de intersec^ie dintre parabola y 2 = 8 x §i 
dreptele y = 2x §i y + 4x = 24, rezolvand sistemele 

( y 2 = 8 x 
\ y = 2 x 


§i 

f y 2 = 8 a: 

\ y 4 - 4a: = 24 

§i obtjinem 0(0, 0 ), A( 2 ,4), J3 (§, 6), C( 8 , — 8 ) 

1 = So {l-vsi 4 dy ) da:+ /2 5 (SS% -& d v) dx +Ji (/f^s Tx dy ) dx = 

= J 0 2 ^(2x+\/Ex)dx +/ 2 2 ^(v / 8 x+V / 8 ^)da:+/| ^(24—4a;+\/8z)da; 
etc. □ 

7 . I = J J D ydxdy, unde D este domeniul marginit de parabola y 2 = 

= 2 a;, cercul x 2 + y 2 — 2 x — 0 §i dreapta x = 2 . 

Soluiie. I = /„ (j^Lgydy) dx = f 2 g/^L-^dx = J 2 ^dx = \ 

□ 

Sa se calculeze, trecand la coordonate polare. urmatoarele integrale 
duble: 

8 . I = f f D ^ dxdy , unde D = {(x.y)/l < x 2 + y 2 < 2a:} 

Soluble. Domeniul D e por^iunea din exteriorul cercului x 2 + y 2 = 1 
care se afla in interiorul cercului (a: — l ) 2 + y 2 = 1 . 

'Trecem la coordonate polare x — pcos 6 ,y = p sin0 §i ob^inem 1 < 

< p 2 < 2 pcos 0 , deci p 6 [ 1 , 2 cos 6 \.Cum cos 6 > \ avem Q € [— |,f] 
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Atunci I = fj* (J 2cosd tg 2 9 ■ pdp^j d6 = | /_ 3 | (4 cos 2 6 - l)tg 2 Odd — 
= \ Jh (4sin 2 9 — tg 2 9)d0 = \ fK [ 2(1 — cos 29) — tg 2 0 ]d0 = 9/^* — 

3 3 3 

sin 20 /3 1 f'dS t 2 _ 27r 1 1 r . vr .i. a .j./VS \ 2ir 

-~/-f 2 J-V3 TW dt - T - 2 - 2 \ z ^ 6 - aiCt S V_^/3 ) - T~ 

-5-l( 2 ' / 3-f)=’ r -5-v / 3 ' □ 


9. 



dxdy, unde D : x 2 + y 2 < 1 . 


Solupie. x 2 + y 2 — — 0 este un cere de centru §i raza 

iar x 2 4 - y 2 = 1 este un cere cu centrul in (0,0) §i de raza 1 . Vom 
considera D\ : x 2 + y 2 - ^ < 0 §i D% = D \ D\. 


^-x 2 -v 2 

Si y 


x 2 + y 2 daca (x. y) E Do 

-x 2 - y 2 , daca (x, y) E £>i 


Atunci I = f f D2 (x 2 + y 2 - dxdy-/ (x 2 + y 2 - dxdy = 

= 5 Id ( x2 + V 2 ~ ~ 2 f fm (x 2 + y 2 ~ dxdy = I x - 

- 2/ 2 

Calculam Ji folosind coordonatele polare x = pcosO.y = psinO , 

p E [0, 1],0 E [0, 27t]: 

J 1 = /Jd (z 2 + y 2 - *$) tody = r [Jo 1 ( P 2 - P cos ^' ni) ) = 

= It (t - T • £2i ^) /J<*> = St (!-/ ) de = i <vr- 

-372 Jo*’ (cos(l + sinf, j d9 = i~t/2 ( sin Vo" - cos 0 /o’ r ) = 5 

Calculam I 2 folosind coordonatele polare x = p cos 0+ , y = p sin 9+ 

+ 5 ^ 5 .PS [ 0 ,J],« e [ 0 , 2 »r]: 

^2 = / J* (* 2 + y 2 - *%) dxdy = f 2 * (J (p 2 cos 2 B + + J+ 

+P 2 sin 2 0+ £g|g + 1 - pc ° sg+ ^ ) p dp j dO = Jo n [J 0 l (p 2 -l)pdp}dO = 

= ft de ■ lo (p 2 ~ l)P d P = ' (t/o “ £/*) = 27r ‘ (F4 - m) = 

~ ^ 7r ' ( — §i) = 

A§adar, d=|—2 -(—^) = jg □ 


10 . I - J f D - 7 = — dxdy, D : 4x 2 + y 2 < 4, x 2 + y 2 > 1 , y > 0 

v 1 


Solufte. Domeniul H este por^iunea aflat a in exteriorul cercului de 
centru ( 0 . 0 ) §i raza 1 , in interiorul elipsei de semia.xe 1 §i 2 §i in 
semiplanul superior. 
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Trecem la coordonate polare x = pcos0, y = p sin 9 . Ob^inem 
4p 2 cos 2 9 + p 2 sin 2 0 < 4 =$> p 2 < j~ 2 j^r§ §i P 2 cos 2 0 4- p 2 sin 2 6 > 
> 1, deci p E 1, 


\/4 cos 2 0+sin 2 0 
Cum y > 0 avem sin 0 > 0, deci 9 G [0,7r] 
Atunci 


J = £ os^+sin'^ £Saf . d9 = J* = 

\ fo 4cos2?+sin 2 6>^ “ 5 fo sin ^ = \ fl Ay'^l-y' 2 ~ COS ^)/o = 

= A 3^1 + 1 = 2\/3arctg + l = 2V3-f + l = ^| + l □ 


11. / Jpe* 2 1 y2 dxdy, D = {(x,y) € R 2 ; z 2 + y 2 < 1} 


2 . ~2 


Solufie. In coordonate polare domeniul de integrare este dreptunghiul 
(p,<p) G [0, 27 t) x [0,1], §i deci: 





d<p = 7r(e — 1). 


□ 


12. f f D (l + \A 2 + y 2 ^) d&dy, D = {(x,y) G jR 2 ; x 2 + y 2 — y < 0, x > 0} 


Solujie. Inlocuind pe x §i y in condi^iile ce definesc domeniul D, ob^inem 


p < sin <p, cos ip > 0 


§i deci 


Rezulta 


TTs 


p G [0,-), p G [0,sin p ). 


J j (l + \/x 2 + y 2 ^j dxdy = j dp J p( 1 + p)dp 


7T 2 

8 + 9‘ 


13. f J D ln(l + x 2 + y 2 )dxdy ) D fiind marginit de curbele de ecua’tii 

x 2 + y 2 = e 2 . y = x\/3, x = y\/3. x > 0. 
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Solufie. Domeniul de integrare in coordonate polare este dreptunghiul 
(p,<p) € [ 0 ,e] x [§,§], deci: 



,IL 

3 


ln(l + x + y )dxdy = dp pln(l + p)d<p — 
D Jo 


' 2L 
6 


,a±p. ,,. (1 +,■>-» ♦§. 


□ 


14. Sa se calculeze, trecand la coordonate polare generalizate integrala 

I = / Jd \xy\dxdy, unde D : £ > 0. 

Solufte. Folosim schimbarea x = ap cos 0, y = bp sin 9,0 G [—7r, 7r] >P > 
> 0. Jacobianul, in modul, al acestei transformari este \J\ — abp. In 
noile coordonate polare, ecua^ia curbei ce margine§te domeniul nostru 
este p 4 = p 2 cos 20. A§adar. p G [0, %/cos 20]. Condi^ia x > 0 implica 
9 G [—f, |], dar §i cos 20 > 0, deci 6 G [—|] . 

Integrala devine: 

I = JjSr ^j ^ cos20 a 2 5 2 p 3 cos 0 j sin 0 |dpj d6 = 

= cos 2 20 -cos 0 -|sin 0 jd 0 = f 0 4 cos 2 2(9-sin 20 d 0 = □ 

15. Sa se determine aria mul^imii plane D marginita de curba (a; 2 +y 2 ) 2 = 
= aixP + y 3 ), a G 1R. 

Solute. In coordonate polare, ecua^ia curbei se scrie p = a(sin 3 64- 
+ cos 3 0 ). 

Din ecua^ia curbei se constata ca aria este situata in regiunea din plan 
pentru care x + y > 0 (deoarece 0 < (x 2 + y 2 ) 2 = a(x 3 4 - y 3 ) = 

= a(z + y)(z 2 — xy + y 2 ) ),deci —\<9< ^.Atunci aria va fi 

A = / J D dz* = jjl (/ 0 “< sta3 M>) = 

= ^ A (sm 3 0 + cos 3 BfdO = □ 

16. Sa se calculeze ariile multimilor plane D marginite de curbele de 

ecuapi: 

2 2 

a. = 1 , a §i b fiind doua constante pozitive. 

a 2 b 2 

b. ( x 2 + y 2 ) = a 2 (x 2 — y 2 ),x > 0 , a fiind 0 constants pozitiva . 

c. ( x 2 + y 2 ) 2 = 2 a 2 xy, a fiind o constants pozitiva . 
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Solufie. a. Ecua$ia elipsei in coordonate polare generalizate, 
x = ap cos p, y = bpsuup> este p = 1 §i aeci ob^inem: 

aria(P) = / / dxdy — I dp abpdp = nab. 

J Jd Jo Jo 


b. Ecua^ia curbei in coordonate polare este p 2 = a 2 (cos 2 p — sin 2 p), 
sau p = a ^/cos 2 p, §i deci domeniul de integrare in coordonate polare 
este 

V 6 » j) > P 6 (°i a\/cos2 p). 

Rezulta : 





c. Ecuatia lemniscatei in coordonate polare este p 2 = 2a 2 cos p sin p. 
Domeniul de integrare este p e (0, §) U (tt, ^ E ) i p € (0, ay/ sm2^); 
ob^inem: 


aria 


ia(D) = [ f dxdy = 2 f 
J Jd Jo 


dp 


L 


ay^sin 2 <p 


pdp ~ Ob 


□ 


17. Cu ajutorul unor schimbari de variabile adecvate , sa se calculeze in- 
tegrala I = f J D xdxdy. unde D : 1 < xy < 2,1 < ^ < 2, x > 0. 

Solufte. Domeniul D este marginit de hiperbolele echilatere xy = 1 
§i xy = 2 §i de dreptele y = x §i y = 2x. Vom face transformarea 
T : u = xy, v = ^,x > 0 ,y > 0 . Aceasta transformare este regulata §i 
inversa sa este T -1 : x = y/^, y = -Juv , u > 0, v > 0. 

Imaginea domeniului D prin transformarea T este dreptunghiul A : 
l<u<2, l<u<2§i jacobianul transformarii T -1 este = 

= ^ 0. Aplicand formula de schimbare de variabile §i apoi iterand, 

ob^inem 

1 = / /a vIj • h dudv = i fi du ‘ fi ^ dv = ~ 6 ) D 

18. Fie D C IR 2 §i fie f : D i—>• [0, oo) o func^ie continue, . 

Sa se calculeze volumul mul^imii 

D. = {(x,y, 0 ) € IR 3 ; (x,y) <E D, 0 < z < /(x. y)}, 

in urmatoarele cazuri: 

a. D = {(x, y) e IR 2 ; x 2 + y 2 < 2y}, /(x, y) = x 2 + y 2 . 

b. D = {(x, y) € IR 2 ; x 2 + y 2 < x, y > 0}, /(x, y) = xy. 

c. D = {(x,y) € 3R 2 ; x 2 4- y 2 < 2x + 2y - 1}, /(x.y) = y. 
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Soluble. Volumul mul^imii fi este dat de formula 

vol(H) = J J^f(x ) y)dxdy 


a. Trecand la coordonate polare, se ob^ine: 

r r r'K />2sin <p o 

vol(£2) — j j (x 2 + y 2 )dxdy = J dp J p 3 dp = - 7 r. 

b. Cu aceea§i metoda , se ob^ine: 

f f f f rcos<p ^ 

vol(fi) = / / xydxdy = / dp p 3 cos p sin p dp = —. 
J Jd Jo Jo 24 

c. Cu schimbarea de variabile: 

x = 1 -j- pcosp, y = 1 + psinp, {p>p) G [0,1] x [0.27r), 


rezulta : 


r r r27T r\ 

vol(S7) = / / ydxdy = / dp p(l + psin p)dp = -k 

J JD Jo Jo 


□ 


19. Gasitji volumul corpului solid ce se intinde deasupra planului xOy, 
sub planul z = x sub cilindrul x 2 4- y 2 = 4. 

Soluble. Regiunea de baza R este un semicerc de raza 2,dar datorita 
simetriei putem integra peste primul cadran §i apoi dublarn rezultatul. 

y = I Jr zd *dy = 2 Jo (JS^ xdx J d V = T D 

20. GasRi volumul solidului Cl marginit de planele z = 6 , z = 2 y §i de 
cilindrii parabolici y = :r 2 , y = 2 — x 2 . 

Solufte. Deoarece cilindrii parabolici sunt perpendiculari pe planul 
zOy.Solidul are laturile verticale, deci ne putem gandi la Cl ca fi- 
ind intre planele zi — 6, z 2 = 2 y §.i deasupra regiunii R din planul 
xOy care e marginit de parabolele y = rr 2 , y = 2 — x 2 . Parabolele se 
intersecteaza in punctele (—1.1) §i (1,1). Atunci volumul este 

V = J f R (zi - z 2 )dxdy = J^ (/Jr x *(6 - 2 y)dyj dx = f □ 

21. Gasip volumul corpului solid Cl ce se afla in interiorul sferei x 2 + y 2 + 
+z 2 = 4 §i cilindrului (x — l) 2 + y 2 = 1. 
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1 

Soluble. Integram func^ia f(x , y) = (4-a; 2 -y 2 ) 2 pe discul i? marginit 
de cercul cu centrul (1,0) §i raza 1. Volumul cemt V e de doua ori 
acela al par^ii de deasupra planului xOy: 

V = 2 f f R a/ 4 - x 2 - y 2 dxdy 

Trecem la coordonate polare : x = pcos9, y = psin0,0 < p < 

< 2 cos 0, < 6 < | §i obtinem 

V = 4 /<? (/o“ s9 (4 - p 2 )ipdp) d 6 = l □ 

22. Gasi^i volumul solidului marginit deasupra de paraboloidul z = 8— 

— x 2 — y 2 §i jos de paraboloidul z — x 2 -ty 2 . 

Solufie. Curba de intersecfie a celor doi paraboloizi se gase§te facand 
sistem intre ecua^iile suprafe^elor §i rezulta x 2 + y 2 = 4. Deci solidul 
e deasupra discului x 2 4- y 2 <4. Atunci 

V = J f x 2 +y 2 < 4 ( 8 -x 2 -y 2 -x 2 -y 2 )dxdy = ft (/ 0 2 (8 - 2p 2 )pdp) d 6 = 

= 107T □ 


23. Calculate volumul marginit de suprafe^ele x 2 4- z 2 = 2z, x 2 + z 2 = 

= 3 y,y = 0. 

Solu$ie. V = f J D ydxdz , unde D este domeniul marginit de cercul 
x 2 + z 2 = 2z, y = 0, paraboloidul x 2 + z 2 = 3y de rotate in jurul axei 
Oy, precum §i de cilindrul x 2 + z 2 = 2 z. Trecand la coordonate polare 
£ = pcos0,x = psin0,p e [0,2cos0],0 6 [—|, |] se obtine 

v = If f D {x 2j rz 2 )dxdz = | J\ (,/ 0 2cos 6 p 3 dp) d6 = f cos 4 6d0 = 


24. Sa se calculeze volumul marginit de planul z = 0,de paraboloidul elip- 
2 2 

tic z — ^ §i de cilindrul drept ale carui generatoare tree prin 
curba de intersec^ie a sferei x 2 4- y 2 + (z — R ) 2 = R 2 cu paraboloidul 
dat. 


Solup-e. V — J f D zdxdy = f J D ^ dxdy , 

unde D este domeniul din planul xOy marginit de elipsa obfinuta prin 

intersect;ia paraboloidului cu sfera x 2 + y 2 -f — Rj = R 2 . Se 

face schimbarea de vaxiabile z — au cos v,y = bu sin v, J ~ abu de unde 
ecua^ia curbei C care limiteaza domeniul va fi. u 2 = 2 R — a 2 cos 2 v— 
—b 2 sm 2 v. Deci 


v = ab ft (ff u * du ) dv = T ft uAdv = 




^) 2 + 


(a 2 —b 2 ) 2 

2 


□ 
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25. Sa se calculeze momentele de iner^ie in raport cu axele Ox §i Oy ale 
ariei cuprinse intre curba x 3 4- y 3 = 3x 2 §i axa Ox pentru 0 < x < 3. 


Soluiie. I x = f f D y 2 dxdy = / Q 3 x) y 2 dy J dx = § 

4 = 5 Id x2dxd V = So ^/ 0 x3(3_s)3 dyj dx = / 0 3 x§ (3 - x)*dx 

Se face schimbarea de variabila x = 3t §i se ob^ine 

Iy = 3 4 Jo 1 if (1 - t)idt = 3 4 B (£, |) = 3 4 ^ii^ = 

_ 3 4 r (3+i)r(i-4) _ _ io » _ 2 Sjl 

— a I — v Oyi — o w — « rz 


3 sin £ 


3%/3 


□ 


26. Sa se calculeze momentul de iner^ie in raport cu originea unei placi 
plane omogene marginita de curbele y = 0, x + y — 6 = 0. y 2 = 8x. 

Solufte. Intersectand curbele ob^inem punctele 0(0,0), ,4(6,0), 5(0,6). 
Momentul de iner^ie in raport cu originea este 

4 = / J D ( x2 + y 2 )dxdy = Sq (^J^ v (x 2 + y^dx'j dy = 

= So 4 (f + x y 2 )) /^ Vd v = So [^r 1 - + y 2 ( Q - v) - - tf] d v = 

= 136-^-|f 8 □ 

27. Sa se afle coordonatele centrului de greutate al unei placi omogene, 
marginita de curbele y 2 = 2 ax, x 2 = 2 ay. 

Soluiie. Din motive de simetrie coordonatele centrului de greutate se 
gasesc pe prima bisectoare, aeci xq = j/g, unde xq — jSj? 


h = Jo 2 ° (f£°* xd v] dx = l a 

\ 2a J 

Wo“ (ig**v)d* = i 




Deci xg = yG — joa 


□ 


28. Sa se calculeze cu o eroare mai mica decat 10 - integralele: 

a- Mix [0,1], 

b. f L '■VW) dxdy un de: 

J JB y/(x*+y*-l)(x*+V 2 )' 


B = {(x, y ); 1 < x 2 + y 2 < (e - l) 2 }. 
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Solufie. a. 


[f^L = n dx r 

J JA^~r X U JO Jo 1 


1 dy 


'2 ln(l xy) 


0 1 + xy 

_ pHl + x),_ M „(-!)» 


X 


dx = 


■j£ 


(- 1 )” 


65 


dx ~ t y^ -— —x n dx = __ 

0 1 * S n + 1 £s( n + 1 ) 2 144 


b. Folosim coordonatele polare: 

ln(a; 2 + y 2 ) 



\/(z 2 + y 2 - l)(z 2 + y 2 ) 


= 4 7 t r ^ 4 d P = 


A p-1 


= 47T 


' e ' 2 ln(l + u) '•'- 2 




u 


= 4 * f ’ E = 


= 4,r E 


n>0 


n>0 

(—l) n (e - 2) n+1 
(n+1) 2 


In continuare se aproximeaza suma seriei alternate ob^inute. 


□ 


10.3 Probleme propuse 

Sa se calculeze urmatoarele integrale: 

1. I — J J D xydxdy , daca D este domeniul limitat de parabola y = x 2 §i 
de dreapta y = 2x 4- 3. 

R: I = /f j (/J? +3 xydyj dx = 53 4 -1 

2 . I = f J D arcsin y/x -f ydxdy, unde D este domeniul marginit de dreptele 

z + y = 0,z + y = l,y = -l,y = L 

R: I = f *i ^ f}~ v arcsin yjx + ydxJj dy = | 

Sa se calculeze in coordonate polare urmatoarele integrale duble: 

3. I = f J D arcsin x 2 + y 2 ) 2 dxdy, unde D : tt 2 < x 2 + y 2 < { 2 i r) 2 

R: 7 = r dd • ( arcsin 24) P d P = ^ (t ~ ^) 

4. T = J f D ^eV^+^ctedy, unde D : a 2 < x 2 + y 2 < 6 2 , —a; < y < x 

R: 1 = J b p 2 e p dp ■ jK cos Odd = v^fe^b 2 - 2 b + 2) - e a (a 2 - 2a + 2)] 

4 

5. I = f j D (x 2 -r-y 2 +xy—x—y)dxdy, unde D : 4 < z 2 +y 2 < 9,y > a; > 0 

R: / = J 2 dp ■ Jt,7 (p 3 + p 3 — p 2 cos # — p 2 sin 9)d6 = 65 -jy - — y 

4 
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6. Sa se determine aria mul^imii plane D limitata de lemniscata lui 
Bernoulli (x 2 + y 2 ) 2 = 2a 2 (x 2 -y 2 ). 

R: Tinand cont de simetria lemniscatei in raport cu cele doua axe de 
coordonate, aria este A = 4 f J D dxdy, unde prin trecere la coordo- 

nate polare ob^inem A = 4 f 0 4 ^ J ^ 2cos26 d 6 e tc. 

7. Cu ajutorul unor schimbari de variabile adecvate, sa se calculeze in¬ 
tegrate I = f J D {x + y) 4 (x - y) 2 dxdy, unde D : patratul marginit de 
dreptele x + y = l,x + y = —1, x — y = -1 ,x — y = —3. 

R: Fac transformarea T : u = x + y,v = x — y 

8 . Sa se calculeze aria patrulaterului curbiliniu marginit de parabolele 
x 2 = ay , x 2 = by, y 2 = cx, y 2 = dx, 0 < a < b, 0 < c < d. 

2 2 

R: Fac transformarea T : u = ^-.v = V- si folosim formula A = 

y ' x * 

= f Id dxdy 

9. Presupunem ca R e regiunea plana marginita de hiperbolele xy = 

— 1, xy = 3, x 2 — y 2 = 1, x 2 — y 2 = 4. Gasi^i momentul de iner^ie 
h — f J D {x 2 + y 2 )dxdy al acestei regiuni. 

R: Fac transformarea T : u = xy, v = x 2 — y 2 §i ob^inem /o = 3 

10. Gasi^i volumul V al solidului ce se intinde sub suprafat^a z = 1 + xy §i 
deasupra dreptunghiului R : 0 < x < 2,0 < y < 1 din planul xOy. 

R:y = /o 2 (/o (l + xy)dy)dx = 3 

11. Gasitji volumul V al solidului marginit inferior de planul xOy §i supe¬ 
rior de paraboloidul 2 = 25 — x 2 — y 2 . 

R: y = 4 Jo (j 0 V25_a:2 '(25 - X 2 - y 2 )dy) dx = ^ 

12. Sa se calculeze volumul corpului limitat de suprafe^ele 2 — ax, 2 = 

= (dx, x 2 + y 2 — 2 ax, 0 < a < j3, a > 0. 

R: V = f j D {0 — a)xdxdy , unde D este interiorul cercului x 2 + y 2 = 
= 2ax. Atunci V = (j 3 — a) / 0 27r (/ 0 °p(a + pcos6)dp) d$ = tt (/3 - a)a 3 

13. Sa se calculeze volumul limitat de suprafe^ele z = x 2 -r y 2 ,y — x 2 ,y — 
= 1,2 = 0. 

R: ^ = A (7x2(* 2 + i/ 2 )^) m 



Capitolul 11 

Integrale triple 


11.1 No^iuni teoretice 


Fie f(x ) y,z) o func^ie marginita pe domeniul marginit V C 1R 3 . Se 
considera o partite a spa^iului in intervale tridimensionale. din care re^inem 
pe acelea ce con^in puncte din V. Fie diviziunea A — • •, v n }-, 

i = l,n fiind un astfel de interval. Norma diviziunii A, notata z'(A), este 
cea mai mare dintre dimensiunile intervalelor v z ,i = l,n. Suma Riemann 
ata§ata func^iei f(x,y,z), corespunzatoare diviziunii A a lui V, este 

71 

VaU) = ^ (&> Vi) C i)v o KVi)i (&•- Vi) Ct) ^ v i 

i =1 

Integrala tripla a func^iei f(x< y, z) extinsa la domeniul V este 


jil 


f(x,y,z)dv = lim u a(/) 
y i/(A)—> 0 


limita fiind aceea§i pentru orice alegere a punctelor intermediare (f^r/j.Q). 
De obicei calculul integralei triple se reduce la urmatoarele cazuri: 
a) Domeniul V este cuprins intre planele z = c z = d sectjiunea cu 
planul z = zq,c < zq < d se proiecteaza in planul xOy dupa domeniul D z . 
Atunci, daca / este continua in V, avem 



x,y , z)dv = 




/(x, ?/, ^ 



dz 


b) Domeniul V este limitat de o suprafa^a cilindrica cu generatoarele paralele 
cu axa Oz (a carui intersect^ cu planul xOy inchide domeniul D c IR 2 ), 
de suprafa^a inferioara z = </?i(£,y), [x, y) 6 D §i de suprafa^a superioara 
z = </? 2 (z,y), (x,y) 6 D. 

Daca f este continua in V , atunci 


f f f f f { [V*fav) \ 

/ / / /Or, y, z)du = / / ( / f{x,y,z)dz\dxdy 

J J JV J JD \J<pi(x,y) J 
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Schimbarea de variabila in integrala tripla Fie transformarea 
T : x = (p(u , v , w),y = ip(u, u, t u),z~ x( u > w) 
pentru care func^iile <p, ?/;, x satisfac condi^iile: 

a) sunt func^ii continue impreuna cu derivatele lor par^iale; 

b) stabilesc o corespondent;a biunivoca §i bicontinua intre punctele dome- 
niului V din spa^iul Oxyz §i punctele domeniuiui V' din spa^iul 0'uvw\ 

c) determinantul functional J = pastreaza semn constant in V. 

In conditiile asupra transformarii T, integrala tripla se transforma dupa 

formula 


/ / j v ^ xpy)Z ^ dv = IIL f[<p{u, v , it;), ip(u, v , n;), xO, 'u, it;)]| J\dv' 


In cazul coordonatelor cilindrice p, 6,z cu x = p cos 6, y = psin 9 ) z = 
= formula schimbarii de variabile devine 


m f(x,y,z)dv = IIL f(pcos9,p sin 9 , z)pdpd,0dz 


pentru coordonate sferice p, 9, tp cu £ = psin 9 cos<p,y = p sin0sin(p, z = 
= pcos9 avem 


//X f(x,y,z)dv = J L /(psin0cos<p, psint?sin<p, pcos9)p 2 sin 6dpd9d<p 


Aplica^ii a) Volumul corpului V este vol(V ) = f J J v dv 

b) Masa unui corp V §i coordonatele centrului de greutate G al corpului 
V, pentru densitatea de masa p(x,y>z) sunt 


M = / / j^p{x,y,z)dv 

x ° = J J J v xp ^ y '' z ^ dv 
yG = JdJ J j v Vp(yX ’ y ’ 

ZG = JdJ J J v Zp(yX ’ y ' Z ^ dv 

c) Momentele de inertie in raport cu planele §i axele de coordonate au ex- 
presiile 

IxOy = J j J^z 2 p(x,y,z)dv 
IyOz = j J J^x 2 p{x,y,z)d,v 
hox= I j J^y 2 p(x,y,z)dv 
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Iox = I J f v (y 2 +z 2 )p( x 'y' z ) dv 

Ioy = 11 Iv^ 2 + Z ^ P ^ X) y '‘ z ^ dv 

I Oz = J J J^(x 2 + y 2 )p(x,y,z)dv 


11.2 Probleme rezolvate 

Sa se calculeze urmatoarele integrate triple: 

1- I = J J f v dxdydz, unde 7:0<:r<l,0<y<1.0< 

< z < l,n > 3 

Solupie. I = /o [/□ (/o (1 ^4P + ^)n dzj dy] dx = 

= ~ 2(n—1) Jo (/o (l+x 2 +^ 2 + 2 2 ) n - 1 /0^2/) ^ = 

= ~ 2(n-l) Jo (Jo X [(2+x 2 +y 3 ) n_1 “ (l-rx 2 +y 2 ) n_1 _ = 


~ 4(n—l)(n—2) fo X 

— 1 — f 1 X 

— 4(n—l)(n—2) J0 X 

_ _1_ 7-t , 81 _ 64 _ 24 \ 

— 8(n-l)(n-2)(n-3) V 1 “ r 3 n 4 n 2 n / 


(2+x 2 +y 2 )*-' 3 (l+x 2 +y 2 )"- 2 /o^ 1 — 

•21n—21 dx = 


[ (3+x 2 ) n ~ 2 (2+x 2 ) 


2-Sn-2 "T" 


(1+X 2 )’ 


□ 


2 - 1 = /1 fv dxdydz, a>0, unde V": x > 0, y > 0, z > 0, x+ 

4-y -f z < a 


Soluiie. I = /“ [/“ 1 (/“ x y , a+x l y+z)i dz^ dy 

= -Uo {jt ssW/r'*) *>= 

_ _1 ra ( ra- 

~ 3 JO [JO 


dx = 


- _i r° 

— 3 Jo 


1 _ 1 
(2a) 3 (a+x+y) 3 


Cl—X 1 _ 1 

(2a) 3 1 2(2a) 2 2(a+x) 2 


dx — 
dx 


l 

48a 


□ 


3. d = J J f v \]x 2 + y 2 dxdydz, unde V e limitat de suprafaija conica z = 
= >/x 2 4- t/ 2 §i planul z = a > 0 

Solufte. Proiec^ia lui V pe planul xOy este discul D : x 2 +y 2 < a 2 ,z = 
= 0. Ob^inem 

7 = J Id (/y ^2 \A 2 + y 2 dz) dxdy =. 

— J ^[ci/i 2 + y 2 — (£ 2 + y 2 )]d;rdy = 

= /o' (J5W - <» = ¥ a 
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4. I = J J J v \Jx 2 + y 2 + z 2 dxdydz, unde V : x 2 + y 2 + z 2 < az 


Soluble. Corpul este interiorul sferei cu centrul in C (0,0, §) §i raza f. 

Trecem la coordonate sferice x = p sin 9 cos p,y = p sin 9 sin <p,z = 

= pcos9, ip e [0,27r), 9 e [0, f], deoarece 0 < x 2 + y 2 + z 2 < az, deci 
cos# > 0. Ob^inem 

I = / 0 2?r / 0 2 (/ O ° cos0 p 3 sm 9dp^j d9 dp — ^ / 0 2 sin 9 cos 4 9d9 = 


■?%-c 0 s 5 9/j = ?%- 


□ 


5 ■ I = f f f v zdxdydz ,unde V : x 2 + y 2 + z 2 < a 2 , x 2 + y 2 < z 2 , z > 0 


Soluble. Intersec^ia conului x 2 + y 2 = z 2 §i a sferei x 2 + y 2 + z 2 = a 2 
este un cere situat in planul z — cu centrul in punctul C7 (^0,0, 

§i raza ^=. 

Avem 

"/a?—x 2 —y 2 

-OU/X 

J 

este discul x 2 + y 2 < 4- 


1 = I Id r zdz ) dxd y = if fn( a2 - 2x2 ~ V), unde D 


Atunci I — \ / 0 27r ( (a 2 p — 2 p 3 )dp ) d9 


■kqZ 

8 


□ 


e- /-/;/, 

< a 2 , z > 0 


y.-^- 3 -dxdydz, unde V : or + jr > az, 2 T + y l < 

(cL^-rX^+y^—z) 3 


/ g 2 +v a * 

Soluble. I = J f D f f 0 “ ——^— ^s-dzj dxdy, unde D \ x 2 + y 2 < 


< a* 
Atunci 


I = -2 f J D [(a 2 + x 2 + y 2 - — — ■) 2 - (a 2 + x 2 + y 2 ) sjetedy — 


= 2/o"/o 


[(o 2 +^)5 [a 2 +(l-i)p 2 ] 3 


dpd# = 47 ra (\/2 — 1)— 


~y(V 2 a 2 — a — a) 


□ 


7. / — f J f v (x + y + z) 2 dxdydz, unde V este partea comuna sferei x 2 -\- 
+y 2 + z 2 < 3 a 2 §i paraboloidului x 2 + y 2 = 2 a 2 . 


Solv$ie. Cele doua suprafe^e se intersectea.za dupa cercul x 2 + y 2 = 
= 2a 2 , z = a. Corpul este cuprins intre planele z = 0 §i z — ay/3. 
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Sec^iunea cu planul z — ct este D z : x 2 -j- y 2 < 2 az y z £ [0,a] §i 
x 2 -I- y 2 ^ 3 o, 2 — z 2 , z £ [g., Gv^Sj 

A§adar, 

1 = Jo (/ fx 2 + y 2 <2az( x + V + tfdxdy} dz+ 

+ fa ^ (f fx 2 + y 2<3a 2 -z 2 ( x + V + rfdxdy) dz = 

= fo (Jt If* (p cos 9 + P s[n 9 + x) 2 pdpd$j dz+ 

+ / 0 0v ^ (f%* f 0 V3a2 ~ 22 (P cos BP p sin 9 + zfpdpdd^j dz = 

= ±7rG 5 (l8v3-f) □ 

x 

8. I = J f f v xydxdydz, unde V este marginit de cilindrul x 2 + y 2 = R 2 
§i planele z = 0, z = 1. y = x, y = y/3x. 


Solufie. Trecem la coordonate cilindrice x = pc os 9, y = psind, z = 

= z y 0 < p < R, O<2<1,|<0<| (deoarece x < y < xy/Z =4> 

==> p cos 0 < p sin 0 < \/3p cos 0 1 < tg 9 < \/3 =4> | < 0 < 

<l) 

I = 2 f^ ff ji p 3 cos 9 sin 9d9dzdp = 2 / 0 H p 3 dp ff dz f£ cos 0 sin 9d9 = 


= x ■|/f sin2We = x(- £ t m )/| = t H ( cos f- cos !)] = 

— -BL 

~ 32 


□ 


9 - 15 In ( x - z 2 ~ t ~ t) 2 


H = {(x, y, z) £ R° ; y > 0, z > 0, x 2 + \ + \ < 1} 

Solufie. Coordonatele sferice generalizate sunt: 

x = ap sin 9 cos <p, y = bp sin 9 sin <p, z = cp cos 0, 

avand acela§i domeniu maxim fiind (p, 0,tp) £ [0, oo) x [0 ,tt] x [0.27t) 
§i jacobianul J = abcp 2 sm9. 

Pentru domeniul Q vom lua o=l, 6 = 3, c = 2, §i ob^inem: 



0 ( x - * 2 - V ■ t) 2 dxdvdz = 


r 'l /*£ /*7T 


= 6t t [ p 2 ( 1 — p 2 )2 dp — 


= dp d$ 6p 2 (l -- p 2 ) 2 sin 0d<p 

do do JO JO 

r § roc ^2 

= 67T / sin 2 t COS 4 t dt = 67T / xr——— du = 


'0 


/o (1 + w 2 ) 4 
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= 37r ( — 


-GT 


U 


3(1 + u 2 ) 3 
du 


OC yr.QQ 

+ 

0 «/o 


roo 

JO 


(1 + U 2 ) 2 J 0 (1+W 2 ) 3 


) = rl 


du 


(1 + it 2 ) 3 

du _ 3 
(1+u 2 ) 2 16 71 "' 

□ 


10 . f f f n z dxdydz , 

II = {(a;, y , 2 :) € J ? 3 ; x 2 + y 2 + (z - l ) 2 < 1 } 

Solufie. Pentru II, domeniul in coordonate sferice este 


7T. 


(/? e [0,27r), 6 e [0,-J, p 6 [0,2 cos 0) 


§i deci: 


r f f /'f cos 9 

/ / / zdxdydz = d<p d9 p 3 sin 9 cos 9 dp = 

J J Jn Jo Jo Jo 


f 2 _ 4 

877 / cos 5 0 sin0 d9 = - 7 r. 
Jo 3 


□ 


11 . Sa se calculeze volumul corpului limitat de suprafe^ele: z = x 2 +y 2 , z — 
= 2x 2 + 2 y 2 ,y = x,y = x 2 . 

Solujie. vol = J f f v dxdydz = J J D (^ fxJ+yJ V ctedy = 

= J fpiz 2 + y 2 )dxdy, unde .D : y = x, y = £ 2 . 0 < a; < 1, x 2 < 2 / < x 
Atunci 

vol = frj (f* 2 <x 2 + y 2 )dy) dx = /„’ (x 2 y + '4 j /* 2 dx = 

= /o(t-^-t)^ = A a 

12. Sa se afie volumul corpului definit de x 2 + y 2 + z 2 < 18, x 2 + y 2 + z 2 > 
> 8, a: 2 + y 2 < z 2 , z > 0. 

Soluble. Intersectand sferax 2 +y 2 +^ 2 = 18 cu conul z 2 = x 2 +y 2 ,z > 0 
obtjinem cercul x 2 -f y 2 = 9,z = 3,cu centrul in punctul 0(0,0,3) §i 
raza CA = 3 

Avem tg0 = g£ = l=»0 = f 

Folosind coordonate sferice x = psin9 cos ip,y = p sin 9 sin <p,z — 

= p cos 9.2 < p < 3,0 < 9 < j,Q < (p < 2 tt rezulta : 

vol = J j f v dxdydz — / Q 27r f Q 4 J 2 3 p 2 sin Odpdddp = 

= J 2 * dtp J 0 4 si n9d9 J 2 3 p 2 dp = 19tt(2 — \/ 2 ) □ 
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13. Sa se calculeze volumul cuprins intre paraboloizii x 2 -f y 2 = 2 + z, 
x 2 + y 2 — 10 — z. 

Solufie. Intersectia celor doi paraboloizi este cercul x 2 4- y 2 = 6 situat 
in planul z — 4. 

vo1 = II Iv dxdydz = J f x2+y2 < 6 [SlKS -2 dz ) dxd V = 

= 5 Jx*+y*< e( 12 “ 2x2 ~ 2 V 2 ) dxd y = it it ( 12 ~ p 2 )pdpdd = 54tt □ 

14. Sa se calculeze volumul marginit de suprafat;a ( x 2 + y 2 4- z 2 ) 2 = a 3 x. 

Soluble. Trecand la coordonate sferice, ecua^ia suprafe^ei se scrie p = 
= a^sin^cos^ 

Din ecua^ia suprafetjei rezulta ca daca a > 0, trebuie ca x > 0. deci 
suprafa^a este situata in semispa^iul din fatja planului yOz , a§a ca 

Ob^inem 

vol = /o’ A Jo p 2 Sin= 

= T i(T s ’ n2 /_ 2 i cos ^ □ 

15. Sa se calculeze volumele mul^imilor Cl marginite de suprafe^ele de 
ecua^ii: 

a. 2a; 2 -f y 2 4- z 2 — 1, 2a; 2 4- y 2 — £ 2 = 0, a > 0. 

b. z = a; 2 4- y 2 — 1, z = 2 — a; 2 — y 2 . 

c. z = 4 — x -2 — y 2 , 2z = 5 4- x 2 4- y 2 . 

d. x 2 4- y 2 = 1, z 2 = x 2 4- y 2 , z > 0. 

e. x 2 4- y 2 — 4a 2 . x 2 4- y 2 — 2ay = 0, x 4- y 4- z = 3, x > 0, z > 0. a E 

(0, 1 ). 

f. x 2 4- y 2 4- z 2 = 1, y 2 -t z 2 = x 2 , x > 0. 


Soluble, a. Curba de intersec^ie dintre elipsoid §i con este elipsa. de 
ecua^ii 


4x 2 + 2y 2 = 1, z = 

\/2 

Proiec^ia pe planul xOy a lui H este 

D = {(x, y ); 4x 2 + 2y 2 < 1}. 

Rezulta : 

f f f f r ry/RTzpRClJi 

vol(fi) -- dxdydz = I dxdy i _ dz = 

J J JO. J Jd J-s/TiA+yZ 


1 
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b. Curba de intersect^ a celor doi paraboloizi este cercul de ecuatjii 

2 2^ 1 
x l + xf = —, z = —. 
y 2 ’ 2 

Proiec^ia pe planul xOy a lui 0 este 


D = {{x,y)\ x 2 + y 2 < ?}, 


§i deci obtinem: 


vol(O) = / / / dxdydz = dxdy 
J J Jn J Jd J 

rJ § /* 27 t 

= dp (3 — p 2 )pd<p 
Jo Jo 


r2—x 2 —y 2 


Jx 2 +y 2 —1 


dz = 


c. Curba de intersect^ dintre cei doi paraboloizi este cercul x 2 +y 2 = 1 
situat in planul z = 3. Notand cu D = {(x,y) € 1R 2 | x 2 4- y 2 < 1}, 
rezulta : 


1(0) —[If dxdydz = [ f 

J J Jn J Jl 


/>4 —x 2 —y 2 

dxdy / dz = 

D .A(i+;c 2 +2/ 2 ) 


= J j D |(1 ~ z 2 - ?/ 2 ) dxdy = ^J q dp (1 - p 2 )p dip = ^tt. 

d. Curba de intersect^ dintre cilindru §i con este cercul x 2 4- y 2 = 1 
situat in planul 2 = 1. Notand cu £> = {(x,y) 6 H 2 | x 2 + y 2 < 1}, 
rezulta : 


1(Q) = dxdydz = dxdy 

J J Jn J Jd 


j\ _ dz = 

J\/x 2 +y 2 


= J J (l - \/x 2 + y 2 ) dxdy = J d p (1 - p) pd(p = 

e. Proiec^ia lui 0 pe planul xOy este 

D = {(x,y); a: 2 + j/ 2 < 4a 2 , x 2 -f (y - a) 2 > a 2 , x > 0}, 
§i deci ob^inem: 

vol(O) = 



dxdydz ~ dxdy 
n J Jd Jo 


pZ-x-y 
/ = 
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f. Curba de intersec^ie dintre sfera §i con este cercul y 2 4- z 2 = 5 , 

situat in planul x = Proiec^ia mul^imii fi pe planul yOz este 
discul D = {(y,z) € 1R 2 | y 2 + z 2 < |}; rezulta : 




16. Sa se calculeze masa corpului V de densitate p{x,y.z) = z marginit 
de suprafetele x 2 + y 2 + z 2 = 24, x 2 + y 2 = 2z. 

Solu$ie. Intersec^ia celor doua suprafe^e este cercul x 2 + y 2 = 8 situat 
in planul z — 8 

M = II fv z <lxdydz - j J x 2 +y 2< 8 (j^l 4 y 2 X2 ~ y2 zdz^j dxdy = 

= 5 //x 2 +y 2< 8 \^2A-x 2 -y 2 - dxdy = 

= itdef 0 2 ' r2 (24- P *-£)dp=^ □ 

17. Sa se determine coordonatele centrului de greutate al unui corp omogen 
definit de x 2 + y 2 < 2z, x + y — z < 0. 

Soluiie. M = f f f v dxdydz = / J x 2+y2 _ 2(x+y) < 0 (j* 2 % dz^j dxdy = 

= \ f fx*+y*-2(x+y)<o( 2x + 2 V “ X ‘ 2 ~ = 

= \ jT de fo^pP 2 - P 3 ) d P = 77 

(unde am folosit trecerea la coordonate polare x = 1 + pcosfl, y = 

= 1 4- psin0) 

11 fv x dxdydz = f f x 2 +y 2_2(x+y)< 0 (/Si xd2 ) dxdy = 

= U Jx 2 +y 2_ 2(x+y) <0 *( 2 z + 2y - a ; 2 - y 2 )cfody = 

= ^ /o^ d0 fp 2 (2 p 2 — p 3 ) (1 4- p cos 9)dp = 7i 
Deci £<2 = 1 
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11 Iv ydxdydz = / f x2+y2 _ 2(x+y) < 0 ydzj dxdy = 

= 5 I f x 2+ y 2-2(x+y)<o y( 2x + 2 y~ x<2 ~ y 2 )dxdy = 

= \ Jo 27 " Sf ( V “ / ?3 )( 1 + P sin = 7T 


Deci yc = 1 

/ J7v zdxdydz = f J x 2+y2 _ i(x+yH0 (fVJ'.p zdzj dxdy = 




x 2 +y 2 -2(x+y)<0 


(x + y) 


2 _ (s 2 +y 2 ) 2 1 


dxdy 


Trecem la coordonate polare £ = pcosd.y = psin#, # € [—f, , 

0 < p < 2(sin# + cos#) §i ob^inem 


/ / Iv zdxdydz = f‘ \ / 0 2(si " 9+co!9 > p (p 2 + p 2 sin 39 - £) dp = f 
Deci zq = | 


□ 


18. Sa se afle masa gi sa se determine pozifia centrului de greutate al 
sferei x 2 + y 2 + z 2 < 2oz,daca densitatea in punctele sferei este invers 
propor^ionala cu distan^a de la aceste puncte la origine. 


Solufte. Densitatea in punctul Mq(x, y, z) este p(x, y, z) 
Deci masa va fi 



M = k f f L — 7 ====dxdydz 

V este cuprins intre planele z = 0 §i z = 2a, iar sectjiunea cu planul 
z = const este x 2 + y 2 < 2az — z 2 . Agadar. 

M = k fl a (/ f x2+y2£2a2 _ z 2 -j=L— dxdy^J dz = 

= k Io a t fo V2aZ ~ z2 p(p 2 +f)~ * dpdddz = 

= k f 2a [27r(p 2 + Z 2 )\jf^ dz = 2/C7T J 0 2q (\/2 az — z)dz = ^kira 2 


Procedand analog se obflne 

Z G = W Jo (/ Ix 2 +y 2 <2az-z 2 z y x 2 + y 2 +3 2 dz = 

= / 0 2a (\/2azi - z 2 )dz = fa, x G - y G = 0 □ 


19. Sa se calculeze momentul de iner^ie in raport cu axa Oz al corpului 
omogen de densitate p(x , y, z) = po marginit de suprafe^ele sferice 
(Si) : x 2 + y 2 A z 2 = 2z §i (52) : x 2 + y 2 + z 2 = 1. 


Solufte. Corpul este marginit inferior de S\ §i superior de S 2 . Suprafef-el 
S\ §i S 2 se intersecteaza dupa cercul x 2 4- y 2 = f din planul z =\. 
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Ioz = J J f v (x 2 + y 2 )p(x> V , z)dxdydz = pof J f v (x 2 + y 2 )dxdydz = 

= pof /**+,?< | (f 1 '^^( x2 + y 2 ) dz ) dxd v = 

= pof /x»+»»<i (* 2 + v 2 )*/'CyS^ dxd v = 

= Pol f x 2 +y 2 <i{x 2 + 2 / 2 )( 2 \/l - a ? 2 -y 2 - l)dxdy = 


= Po Jo 2 " Jo* P 3 (2 x/T= 7 - l)d/xW = 


□ 


11.3 Probleme propuse 

Sa se calcuieze urmatoarele integrale triple: 

1 . I — J J J v xyzdxdydz, unde V : 0 <x < a, 0 <y <b. 0 < z < c 
R: I = \a 2 b 2 c 2 

2 . I = f f § V \J\ — ^ ^ dxdydz , unde V este interiorul elip- 

soidului ^7 + I? + ^ = 1 


R: I = 


i r 2 ofcc 


3. I = f J f v zdxdydz, unde V : 2 2 = ^-(z 2 + y 2 ),z = Q,z = h 
R: / = ja 2 h 2 

4 ■ I = f f fy[ x2 4- J/ 2 + (z — 2 ) 2 ] _ 2 da;d?/d 2 :, unde V : x 2 + y 2 < 1, — 1 < 
z <1 

R; I = tt (in + -8) 

( 2 a 2 2 \ 2 

^ + p + ~z) — 

_ x 2 i y 2 

- 7? + W- 

R: vol = ^ 

6. Sa se determine volumul corpului omogen marginit de sfera x 2 + y 2j r 
+z 2 = 4 §i paraboloidul x 2 + y 2 = Sz. 


R: vol = f f x , a+y 2 < 3 (/£/ y2 ^ dxdy etc. 


2 2 

7. Sa se calcuieze masa corpului marginit de elipsoidul + 2 2 = 

= 1, §tiind ca densitatea lui variaza dupa legea p(x,y } z ) = /c|,z|,fc 
constanta . 


R : M = 3kn 
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8. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate al corpului omogen 

2 2 

de densitate p(x : y,z) ~ 1 m&rginit de suprafet.ele x 2 + \ z = 

= 0,z = 3. 

R: xg = Vg = 0, z G = | 



Capitolul 12 


Integrate de suprafa^a 


12.1 No^iuni teoretice 

I .Integrate de suprafa^a de prima spe^a . Fie E o suprafa^a regulata 
data prin x = x(u,v),y = y(u,v),z = z(u,v), (u,v) 6 D C IR 2 . 

Fie A = {si,S2,odiviziuneasuprafe^ei E, realizataprinre$eaua 
curbelor coordonate, SiA = 1 ,n, fiind portjiunile elementare de suprafatja . 
Fie di diametrui celei mai mici sfere ce confine elementul de suprafa^a S{. 
Norma diviziunii A este numarul j/(A) = max d. Fie punctul Q) e s*, 

ales arbitrar. 

Fie F(x. y , z) o functjie continua pe E. Se nume§te integrala de suprafa^a 
de prima spe^a ,numarul real 

n 

f Is F ( X 1 y> z ) da = lim o , A (n o’a(-F) = ]TV(&,77i,Ci)si> 

limita fiind aceea§i pentru orice alegere a punctelor intermediare. Val- 
oarea integralei de suptafa^a de prima spel'a este independents, de alegerea 
suprafetjei de integrare. 

Integrala de suprafat;a de prima spet;a se calculeaza dupa formula 



P_ dx dx | 8y dy . dz dz 

du dv ' du Ev ' du dv 



reprezinta coeficienfii primei forme fundamentale a suprafefei. 

Daca suprafat-a regulata E este data sub forma explicits z = f(x,y ), 
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(x, y) £ D C IR 2 , atunci 

J J^F(x, y ,z)d<j = J j^(x,yJ(x,y))i/ri^T~^dxdy,p= 

Il.Integrale de suprafa^a de spe£a a doua. Fie func^iile P = P(x, y ) z). 
Q = Q(x > y.z),R — R(x,y,z ) continue in punctele suprafe^ei £. Fie £+ 
fa$a suprafe^ei regulate £, definita de versorul normalei n(cos a, cos (3, cos 7 ). 
Integrala de suprafa^a de spe^a a doua se reduce la 0 integrala de suprafa^a 
de spe^a intai 


J J Pdydz -f Qdzdx 4 - Rdxdy = J J (P cos a + Q cos (3 + R cos 7 )da 


Aplica^ii 

a) Aria por^iunii de suprafa^a £ este 

A — J jj a = J J VPG - F 2 dxdy 

b) Masa M §i coordonatele centrului de greutate G al porfiunii £ de suprafafa 
pe care este distribuita densitatea de masa p(x, y. z) sunt date de 

M - I J^p(x,y,z)dcT 

XG = Jd / J^ x p( x 'y' z ) da 

VG = Jd J J^yp( x ^VG)d(J 

ZG ~JfJ J^zp(x i y,z)da 

c) Momentul de inert-ie al por^iunii £ de suprafa^a , in raport cu originea, 
se calculeaza cu formula 


I Q = J^{x 2 + y 2 + z 2 )p(x, y , z)da 



12.2 Probleme rezolvate 

Sa se calculeze urmatoarele integrale de suprafafa de prima spe^a : 

1. I = f L(x 4- y + z)du , unde £ este suprafa^a x 2 + y 2 4 - z 2 = a 2 , z > 0 
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Solufte. Pentru suprafa^a E consideram reprezentarea x = a sin 0 cos ip, 
y = a sin 0 sin ip, z = a cos 0,0 E [0, |] , ip € [0. 2tt] 

Calculam coeficien^ii primei forme fundamental: 

E = o 2 cos 2 6 cos 2 4- o 2 cos 2 0 sin 2 cp -f o 2 sin 2 9 = a 2 

F = acos0cos</?-asin0(-sin(p)+acos0sin<£-asin0cos</?+a(-sin0)> 
•0 = —a 2 sin 0 cos 0 sin ip cos p + a 2 sin 0 cos 0 sin ip cos <p = 0 

G = a 2 sin 2 0 sin 2 </? + a 2 sin 2 0 cos 2 <p + 0 = a 2 sin 2 0 

Gasim da = VEG — F 2 dxd,y = o 2 sin 9d9dp 

Atunci 

J = Jo 2 Jo T (o sin 0 cos ^ + a sin 0 sin p + a cos 0)a 2 sin 9d<pd9 = 

= J 0 2 J 0 2 > 3 sin 2 0(cos ip + sin ip) -f y sin 20]d^d0 = 

= f Q 2 [a 3 sin 2 0(sin ip/ 2 * - cos ^/o^) + y sin 20 • v ? /o’ r ]^ = 

= J 0 2 7ra 3 sin20d0 = 7ra 3 (- £2 |^) /q = —^yJcosTr - cosO) = Tra 3 □ 

2. I = f f s x+ y +z da, unde E este por^iunea din planul x + y + z = a 
decupata de planele de coordonate 

Solufte. Suprafa^a E este triunghiul ABC cu A(a.0,0),B(0,a, 0). 
G(0,0, a) §i se proiecteaza in planul z = 0 dupa triunghiul OAB. Deci 
ecua^ia suprafetei E poate fi scrisa sub forma explicita z = a — x— 
—y, (.x, y) 6 A OAB din planul xOy. Avem p = — l,q = — l,da — 

= y/3dxdy. Atunci 

I ~ I Iaoab a '/Sdxdy — ^ f Q f Q dydx — yy □ 

2 2 

3. I = J J^zda, unde E este portjiunea din paraboloidul 2 = - J v -., 
decupata de cilindrul x 2 + y 2 = 8 


Soluble. Suprafa^a E se proiecteaza in planul xOy dupa domeniul plan 

2 i !2 ^ 

D : x 2 + y 2 < 8. Deci E : z = - vj • , (x.y) 6 D. Avem p = x,q = 
y-.da = 

= (1 + x 2 -r y 2 )$dxdy. Atunci 

I = f So k(A+y 2 ) (1 + X 2 +y 2 ) 5 dxdy = \ fp J 0 2 ' /5 P 3 (1 + P 1 ) $ dpdd = 

= ^[i(i+p 2 ) i -|a+/» 2 ) i ]/o ' /5 = l 


7r 


□ 


4. I j fz(xy + yz + zx)da , unde E este poi'tiunea din suprafat.a conica 

2 = yj x 2 + y 2 , decupata de cilindrul x 2 + y 2 — 2ax = 0, a > 0 
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Soluiie. Avem p = 


X 


,y — - 7 ===, da — \/ 2 dxdy.Atunci 


\Jx 2 W ' \/i ' 2 +!/ 2 


7 = / fx 2 +y 2 -2ax<Q V^V + + y)'fx^^ldxdy = 

= /_ 2 | / 0 2a C ° S 0 ^[P 2 sin 0 cos 9 + p 2 (cos 0 + sin 0 )jpdpd 0 = 

= /_ 2 1 \/2 [sin 0 cos P ^ /§ a cos 0 + (cos 0 4- sin 9) ^ /§° cos e ] = 

= 4\/2a 4 fj z (sin 9 cos 5 0 + cos 5 9 4 - sin 9 cos 4 9)d9 etc. 

2 


□ 


5. I = / f s xyzda,E este suprafa^a paraboloidului x 2 + y 2 = z situata 
intre planele z = 0 , z = 1 cu x, y > 0 


Solute. Avem p = 2x,q = 2 y, da = i/l + 4x 2 + 4y 2 dxdy. Atunci 

7 = I Id x V( x2 + V 2 )V 1 + 4x 2 + 4 y 2 dxdy. unde D : x 2 -f y 2 < 1 , 
a?, 2/ > 0 

Rezolvam integrala trecand la coordonate polare: 

7 = Jo 2 Jo P 5 \A + 4p 2 cos 9 sin 0 dpd 0 = 

= \ lo sin 29de fo P 5 V 1 + 4 P 2 ^P = 

= cos 2 0) /o ' \ fo t' 2 \/T+~4tdt (am facut schimbarea de variabila 

P 2 = t) 


1 = l fo t 2 \/l + 4 tdt = \ /A (A 1 ) • v ■ \y d V = 

= m if irV - V + 1 )dy = ife {^/f - 2 i/f+i/f) = 

_ 1 ( 125VS 1 in. /c i 2 , 5^ _ 1 ^200^ 8 

~ 128 ^ 7 7 luVJT o t 3 3y 128 ^ 21 105^ 


(am 


facut schimbarea yjl + 4t = y => t 


r-i _ 


dt = ^ydy) 


6 . Sa se calculeze integrala de suprafa^a de prima. spe^a 

/ F(x,y,z)da 
Jn 

m urmatoarele cazuri: 

a. F(x, y, z) = jxyz|, XJ: z 2 = x 2 + y 2 . z e [ 0 . 1 ], 

b. F(x,y, z) ■— yy/z , £ : x 2 + y 2 = 6 z, z € [0, 2 ] , 

c. F[x,y. z) = z 2 , E = {(x,y, z); z = >/x 2 + y 2 , x 2 + y 2 - 6 y < 0 .}. 


Soluiie. a. Parametrizarea carteziana a conului este: 


z = /(x,y) = \/x 2 ~+y 2 , D = {(xyy); x 2 + y 2 < 1 }. 
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Rezulta: 


J \xyz\da = J \xy\y/^Ty^\j 


2*2 y2 

1 "P 2 i 2 *P 2 i n dxdy 

X z _j_ y/: -f y A 


= V2 J J \xy\ \/a; 2 + y^dxdy = 


4%/2 


b. Parametrizarea carteziana a paraboloidnlui este: 

* = f(x,y) = ^(x 2 + y 2 ), D = (0,2/) € IR 2 | x 2 Ay 2 < 12}. 
Rezulta : 


y\fzda = J Vy^i^+y 2 ) y 1 + + y 2 ) dxdy = 


1 r 2 * r^ 2 I IF 

= — I dp p 3 yi + y sin(^ = 0. 


Vq Jq 

c. Cu parametrizarea carteziana 


z = y/x 2 +y 2 , (a:, y) E .D = {(a;,y) j a: 2 + y 2 < 6y}. 


rezulta : 


/ z 2 d<7 = (x 2 + y 2 ')dxdy — 

J s J JD 


ht r6 sirup 


3 243 


/>7T /»C 

y o ^ y P *dp =^tt. 


□ 


7. Sa se calculeze aria porfiunii din sfera a: 2 + y 2 + z 2 = a 2 , decupata de 
cilindrul a; 2 4- y 2 — ay = 0 situata in semispatiul z > 0. 

Solujie. Proieclpa suprafe^ei in planul xOy se face pe domeniul (D) : 
x 2 + y 2 — ay < 0, z = 0. Deoarece (E)z = (a 2 — x 2 — y 2 ) 3, (a;, y) E 
E D,rezulta p — —a;(a 2 — a: 2 — y 2 )~^,g — -y{a 2 — x 2 — y 2 )~* §i 
da — a(o 2 — x 2 — y 2 )~%dxdy. 

Atunci aria este 

A = I Id a ( a2 -x 2 ~ y 2 )~^dxdy = af* f“ sme p(a 2 - p 2 )~2dpd9 = 

~ 0,2 ]?(! ~ I cos $1)^ = (tt — 2)a 2 □ 

8. Sa se calculeze aria suprafe^ei a: 2 + y 2 + z 2 = a 2 ,z > 0 pentru care 
x + y < a } x,y > 0. 
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Soluiie. Avern z = - - = ,q = y 0 

y a l —x z —y* V a z —x*—y- 

da = - /■ === dxdy 

Va 2 -* 2 -*/ 2 y 

Atunci aria este 

A = f fr> i : „ o dxdy, unde D:x + ?/<a,a:>0,?/>0 

ya 2 -i 2 -j/ 2 

4 = a Jo /cT* ^* x *_ y * d V dx = a /o““c™ vfe/S' 1 * = 

= o/“arcsinyf=fc!a: 

Pacem substitute t = arcsinsi ob^inem 


A = 4 “ 2 fo 1 Tff£w dt 

Folosim metoda de integrare prin par^i §i ob^inem 
21 = 2 “ 2 (-»£**) /I + /o f IW7 = + 2« 2 ^i.unde 

7l = /o 2 prfhPl 

Pentru calculul lui Ji facem substituljia w = tg t §i avem 

7 1 = r = 72^8 v^u;/8° = ^3 
A§adar, A = — 1) 


□ 


9. Sa se calculeze aria por^iunii de pe suprafa$a z = x 2 decupata de 
planele x + y = \/2, x = 0, p = 0. 


Soluble. Fie £ partea de pe suprafa^a cilindrului z = x 2 decupata de 
planele x + y = %/2, a; = 0, p = 0 

Avem p = 2z, q = 0, da = vl + Ax 2 dxdy 

Atunci aria este 

A = J Jp Vl + Ax 2 dxdy, unde .D : £ + p < \/2, a; > 0, y > 0 
A = jf fo^~ X a/I + ix 2 dydx etc □ 

10. Sa se calculeze aria por^iunii din suprafa^a (;x 2 + p 2 4- z 2 ) 2 = a 2 inte- 
rioara conului x 2 + y 2 = z 2 , z > 0. 


Soluiie. O reprezentare parametrica a lui £ este 
x — a sin 9 cos <p, y = a sin 9 sin p.z = a cos 6,9 £ [0, , <p £ [0, 27 t) 

Prin calcul rezulta E = a 2 , F = 0 ,G = a 2 sin 2 9 

Oblpnem A = f 0 4 / 0 27r VEG — ~F 2 d<pd9 — a 2 J 0 27r dp f Q 4 sin 9d9 = 

— a 2 (2 — \/2) 02 
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11. Sa se calculeze aria suprafe^ei £ data de 

E = {(x, y, z)j{x 2 + y 2 + z 2 ) 2 = a 2 (x 2 4- y 2 ), x, y, z > 0} 

Solufie. In coordonate sferice,ecua1;ia suprafe^ei devine p = a sin# 

Ecua^iile parametrice ale panzei E vor fi 
x = a sin 2 6 cos <p,y = a sin 2 6 sin (p, z — a sin 6 cos 6,6 E [0, §] , 
cp e [o, f ] 

Calculam %/EG - F 2 = a 2 sin 2 6 

Aia este A = a 2 f 0 2 f 0 2 sin 2 6d6d<p = ^ □ 

12. Sa se calculeze aria suprafetjei E data de 

E = {(x,y, z)/x 2 + y 2 = 2 az, ( x 2 + y 2 ) 2 < a 2 (x 2 - y 2 ),x > 0, a > 0} 

Soluble. Vrem sa calculam aria decupata de cilindrul {x 2 + y 2 ) 2 < 

< a 2 (x 2 — y 2 ) in paraboloidul x 2 + y 2 = 2 az. 

Avem S : 2 = ±(x 2 + y 2 ),p = f. q = J, da = y/l + $ + £dxdy 

Atunci A = f f D yjl + + ^dxdy,unde D : (x 2 + y 2 ) 2 < a 2 (x 2 -y 2 ) 

Scriem in coordonate polare ecuaijia lemniscatei §i ob^inem 9 £ [~ f f f ] > 
p E [0, aVcos 29] 

Atunci A = | fj* f aVcos2& p\Jl& + p 2 dpdd — ^-(20 — 3tt) □ 

4 

13. Sa se calculeze aria suprafe^ei £ data de 

E = {{x,y,z)jx 2 + y 2 = (1 - z) 2 ,x 2 + y 2 + 2y > l,z E [0,1]} 

Soluble. Vrem sa calculam aria por^iunii din conul x 2 + y 2 = (1 - z) 2 
pentru z E [0,1], decupata de cilindrul x 2 + (y + l) 2 = 2 in exterior. 

Avem E : z = 1 — ^/IfiTy 2 ,y = f* ,g = -j^L= ,da = %/2dxdy 

Atunci A = J J D %/2dxdy, unde D : x 2 + y 2 < 1. x 2 -f (y + l) 2 > 2 

Trecem la coordonate polare x = pcos6,y = psin# §i obtinem 
2 < p 2 cos 2 6 + (p sin 6 +1) 2 §i p 2 < 1 => p E [— sin 6 4- \/l + sin 2 6, 1]. 
Cum 1 > — sin 6 + y 7 l + sin 2 9 =$> 2 sin 6 > 0 =4 6 E [0,7r] 

A ? adar, A = V2 £ j'_ sin e+ pdpdS = V5 □ 

14. Sa se calculeze aria suprafe^ei E data de 

E = {( x,y,z)/az = xy,a > 0 ,x 2 + y 2 < a 2 ,z > 0} 
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Solufte. Vrem sa calcuiam aria por1;iunii 2 = £xy paraboloidului hiper- 
bolic, cuprinsa in interiorul cilindrului x 2 + y 2 < a 2 . 

Atunci A = f f D ■sjl + x 2 + y^dxdy, unde D : x 2 + y 2 < a 2 

Trecand la coordonate polare ob^inem 

A = i It So V^+?pdpde = □ 

15. Sa se calculeze aria suprafe^ei £ data de 

E = {(a?,y,^)/x 2 +z 2 = l,y + z < 1 ,x,y,z > 0} 

Solufie. Vrem sa calcuiam aria cilindrului x 2 + z 2 < 1 pentru x > 0 
decupata de prisma y + z<l,y t z>1) 

Panza are ecua^ia x = Vl — z 2 , (y. z) G D , unde D : y+z < 1, y, z > 0 

/ 2 

Avem y = 0, q - -j^,da = yj 1 + ^pdxdy 

Atunci A = J f D yjl + ^dxdy = / 0 1_2/ -jA=^dzdy = f - 1 □ 

16. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate al por^iunii de 
suprafa^a omogena (£)z = (cc 2 +y 2 ) 2 , decupata de suprafalja x 2j ry 2 = 
= cue. 

Soluble. Trebuie sa calcuiam coordonatele centrului de greutate al unei 
por^iuni din suprafa^a unui con, decupata de un cilindru. densitatea 
fund constanta (o luam egala cu unitatea). 

Suprafa^a se proiecteaza in planul xOy dupa domeniul 
(. D ) : x 2 + y 2 < ax, z = 0. 

Avem p = x(x 2 -f y 2 )~K q — y{x 2 -f y 2 )~s, da = V^dxdy 

Atunci M — f f E da = V2f J D dxdy = V% /j 2 * / O acosl9 pdpdO = ^7ra 2 

*g = jg f S s xda = $ f\ f 0 acos0 p 2 cos OdpdO = § 

Analog, yo = 0, zq — □ 

17. Sa se calculeze momentul de iner^ie, in raport cu axa Oz.al por^iunii 
sferice x 2 +y 2 +z 2 — a 2 ,x,y,z > 0, de densitate de masa p(x , y, 2 ) = 2 . 

Solujie. Momentul de iner^ie in raport cu axa Oz este 

l oz = J JV x2 + y 2 )p(*» y» = / /s^ 2 + y 2 ) 2 ^ 

Pentru suprafa^a £ avem reprezentarea: 
x = a sin 0 cos <y, y = sin 8 sin y, z = a cos 9,9 e [0, |] , <p G [0, |] 

Deoarece da = VEG — F^dddtp = a 2 sin#d0diy,rezulta 
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Ioz = Jo 2 Jo 2 a 2 sin 2 0 * cl cos 9 • a 2 sin ddddip = f a 5 f 0 2 sin 3 9 cos 6d6 = 


_ a 5 7r 


Sa se calculeze urmatoarele integrale de suprafa^a de spe^a a doua: 

18. I = / / s xdydz 4- ydxdz 4- zdxdy , unde E este fata exterioarS, a sferei 
a; 2 + y 2 + * 2 = a 2 

Soluble. Fie $ = a; 2 4- y 2 4- z 2 — a 2 . Versorul normalei ata§at fetei 
exterioare a sferei este n = ,2y ’^ = (f, f, f) 

||gradQ|| v /4x 2 +4y 2 +4z 2 Va ’ a ’ c ' 

Atunci / = ff s + £ + 4) da = S Sl E- dcr = a ffz da = 47r ° 3 

□ 

19. I = f / 2 ^ 4 dy(u4- 4 dzda: + \dxdyj, unde E este fata interioara a 


elipsoidului 


v 2 -i- z2 — 1 

XT “r tt — 1 


aT 1 ^ 


Soluble. Fie + + — 1.Versorul normalei interioare com 

spunzatoare fetei interioare elipsoidului este 

—- _ grad$ 1 / 2x 2v 2z\ _ 


~ _ grad# _ 1 ( 2x 2y 11Tlf J r 

n ~ Hjgrad^f ~ A ^J> UIlde 

^ = ilgrad^H = 2 (gj 4- ^ + fj) 1 

Deci, J = f Jz (-Jj ~ WA ~ Wa) da = ~ d + ¥ + ?) / /s = 

= “ (i + p - + ?) I Is (p + F + Jr) 2 dcr 

Luam pentru elipsoid reprezentarea a; = a sin (9 cos </?,y = 6 sin# sin (p. 

2 = ccos#.# E [0,7r],<p E [0,27r] 

Obtinem 

EG — F 2 = [cos 2 #(a 2 cos 2 ip 4- 6 2 sin 2 <£>) 4- c 2 sin 2 0] • sin 2 9(a 2 sin 2 (p4- 
4-fr 2 cos 2 ip) — (—a 2 cos Ocosip sin 9 sin ip 4- b 2 cos 9 sin <p sin 6 cos <p) = 

= a 2 b 2 cos 2 9 sin 4 ip sin 2 9 + a 2 c 2 sin 4 9 sin 2 <p + a 2 b 2 cos 2 9 cos 4 ip sin 2 9-r 
4 -b 2 c 2 sin 4 9 cos 2 <p 4- 2 a 2 b 2 cos 2 9 cos 2 <p sin 2 ip sin 2 9 — 

= a?b 2 cos 2 9 sin 2 <p sin 2 #(sin 2 p> 4- cos 2 ip) 4- o?b 2 cos 2 9 cos 2 <p> sin 2 9- 

• (sin 2 y>4-cos 2 ip)+a 2 c 2 sin 4 9 sin 2 <p4-6 2 c 2 sin 4 9 cos 2 ip = a 2 b 2 cos 2 9 sin 2 9- 

• (sin 2 (p 4- cos 2 ip) 4- a 2 c 2 sin 4 9 sin 2 <p -rb 2 c 2 sin 4 9 cos 2 <p = 

_ „2?,2„2 „,-„2 n f cos 2 9 i sin 2 0sin 2 ¥> , sin 2 0cos 2 v>\ 

— a o c sin cm —j— -f ^2 i ^3 I — 

..w^S + J + S)-» 


=> dcr = afec| sin0| ^ + p- 4- ^4 j d#d(£ ==> 

-T = - (75 + p + i) Jo abc\ sin9\d9d(p = 
= -47ra6c + 51 + 3 ?) 
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20. I = / J s (y — z)dydz + (z — x)dxdz -f (.t — y)dxdy , unde E este fat.a 
exterioara inchisa a conului z = y/x 2 + y 2 } 0 < z < h 

Soluble. Suprafa^a E se compune din suprafe^ele Ei- fa^a laterals. a 
conului §i E 2 - sec^iunea conului cu planul z — h. Deci 

1 = / /si + / Je 2 = j i + ^ 

Deoarece fa$a exterioara a lui E 2 are versorul normal 712 ( 0 .0.1) obpnem 

h = J fs (x — y)da = J f D (x - y)dxdy, unde D : x 2 -f y 2 < h 2 ,z = 

= 0 este proiec^ia lui E 2 in planul xOy. Trecand la coordonate polare 
rezulta I 2 = / 0 27r Jq p 2 (cos 6 — sin 0)dpd6 = 0 

Fie $ = z — yxP + y 2 = 0 ecua^ia suprafe^ei Ei. Un vector normal 


\J x 2 +y 2 ’ \fx*Cy 2 ' J 


A 


la suprafa^a Ei este vectorul grad$ = 

[|grad$|| = V5 

Deoarece versorul n{ formeaza unghi obtuz cu Oz, rezulta cos 7 < 


§1 


< 0 , deci 7 ii 

Atunci 
_ 1 


__ __grad$_ _ 1 / 


= ,-l 


II ~ %/2 / /si 


||grad<£|| *\/2 ^ yj x^+y 2 J ^ 

dcr = V2 f f Si (y - x)da = 


— 2 J f D (y - x)dxdy = 2 J 0 27r Jq p 2 ( sin 0 - cos 9)dpd6 = 0 
Deci 1 = 0 


21 . I = J J^xydydz 4- yzdzdx + zxdxdy , unde E este fa^a exterioara a 
suprafe^ei piramidei marginita de planele x = 0,y = 0,z = 0,x J ry-r 
z = a, a > 0 

Solufte. Avem I — J J A qb + / Iboc + f Icoa +1 Jabc » un< ^ e 
AOI? : z = 0, z + y < a, cc > 0, y > 0 cosinu§ii directori ai normalei 
fiind (0,0, —1); 

BOC : x = 0,y -r z < a.y > 0, z > 0 cosinu§ii directori ai normalei 
fiind (—1.0, 0); 

CO A : y = o, x P z < a, 2 ; > 0,z > 0 cosinu§ii directori ai normalei 
fiind (0, —1. 0); 

ABC :z = a — x — y,x>0,y>0,z>0 cosinu§ii directori ai normalei 

fiind (A- 71’ 73) 

A§adar, 

/ = 0 + 0 + 0 + ^/ f ABC (xy + V Z + zx)da = 

= J j D [(x + y)(a — x — y) + xy\dxdy , unde D : x -r y < a, x > 0, y >0 
Deci 

I = Jq Jq~ x (cix Pay -x 2 - y 2 - xy)dydx = 
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= lo ( ax v /o + /o - x< 2 y/o - £/o - *^/o)= 

= J Q a ^a 2 £ + y — x 2 a — y — Xy'J dx etc. 


22. I = f f E ===== ==^ dxdy, unde £ este fa^a exterioara a paraboloidului 
4x 2 + y 2 = z,0 < z < 1 


Soluble. Pe fa^a exterioara a lui £,normala la £ face cu Oz un unghi 

obtuz, deci versorul ei este n = — n ' ^ad^H > un( ^ e § = z — 4x 2 — y 2 .Deci 

n = — , = = (—8a:, -2 y, 1) 

y/ 64x 2 -j-4y 2 4-l 

Atunci 

I = f fy 7 = • f— , 1 ^ da = 

J \/4x 2 +y 2 +l Y Y / 64x 2 +4y 2 +l y 


, . 1 , } d<7 

/64^-h4y^-fl y 


= SId ^J +v , +1 ■ ( -p s sA^Ti )' V64x2 + V + ldxiy ' deoarece 

p = 8x t q = 2y , dcr = y 7 64.x 2 + 4t/ 2 + ldxdy 

Trecand la coordonate polare a: = f cos yp sin 6, p € [0,1], 0 6 [0, 2-tt), 
obijinem: 

I = — f f n — s ■ 1 dxdy = — i [} f 27T , p d6dp = 

J JD v/4x 2 +y 2 +l * 2J0 Jo ■ 

= _7r Jo ~^Fi dp = ~ n ' vV + Vo = —v^r + 7T □ 

23. Sa se calculeze fluxul campului de vectori V prin suprafa^a £ in urmatoarele 
cazuri; 

a. V — xi + yj -r zk y E : z 2 = x 2 + y 2 , z <E [0,1]. 

b. V = yi — xj + z 2 k , E : z = x 2 + y 2 , z € [0, lj. 

C. V = 7 = 2 (yi - zj + k) , E : 2 : = 4 - X' 2 - y 2 , z € [0,1]. 


Solufie. Fluxul campului de vectori V prin suprafa^a E in raport cu 
normala n este, prin definite. ^(V) = /v Vnda. n fiind versorul 
normalei la suprafa^a E. 

Daca $:Dh IR 3 este 0 parametrizare a lui E, atunci fluxul este: 


jr s (F)= / Vnda 
J E 


f (Vo $) x ^ dudu = 
j) \ C/i? y 


f D { vc ^S-^) dudv - 


ultima paranteza fiind produsul mixt al vectorilor V o <&, §i 
a. Considerand parametrizarea carteziana z = \/x 2 + y 2 , obtinem 


^(x 2 4- y 2 ) 


■xi — yj + ycr: 2 + y 2 fc J 
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§i deci fluxul este 0 deoarece vectorii V §i n sunt ortogonali. 

b. Considerand parametrizarea carteziana 

z = x 2 + y 2 , D = {{x,y)\ x 2 + y 2 < 1}, 

ob^inem: 

^c(V’) = / [ {x 2 + y 2 ) 2 dxdy = f dp [ p 5 dip = ^. 

J Jd J o Jo d 

c. Cu parametrizarea carteziana 

^ = 4 - x 2 - y 2 , D - {(a, y) ; 3 < x 2 + y 2 < 4}, 

ob^inem: 

^e(V') = [ [ —i dxdy = j dp f dip = 2n(2 - V%). 

J Jd V x l + y z Jjz Jo 

□ 


12.3 Probleme prop use 


Sa se calculeze urmatoarele integrale de suprafa^a de prima spe^a : 
1. I = f J E xyda , unde E : y 2 4- z 2 = P 2 ,0<2<a, y>0,z>0 


R: / = 


a 2 R 2 


2- 1 = I Is ( X 2 ^ 2 )g da ) unde E : rr 2 + y 2 + z 2 = y, z > 0 

R. T = ZifiLR2(l-q) _ r(l- q ) 

2 (i-^)r$- ? ) 

3. / = / / s (2x + + z) d<7, unde E : § -I-1 J r f = 1, x, y, z > 0 

R: 7 = 4^/61 


4. I = f f s xyda , unde E este por^iunea din planul (P) : 2x 4- y + 2z = 1 
situata in interiorul cilindrului x 2 + j/ 2 = 1 

R: J = |tt 

5. Sa se calculeze aria por^iunii din paraboloidul x 2 +y 2 = 2z , marginita 
de planul z = 2. 

R: i4 = ^(5^5-1) 

6. Sa se afle aria panzei (E). definita prin 

E = {(x, y> z))x 2 + y 2 + z 2 = a 2 ,x < y < x\/3, x, z > 0} 
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7. Sa se calculeze aria suprafe^ei 

E = {(x,y>z)/x 4- y + 2 = 2, x 2 < y < x, x, z > 0} 

R: A= & 

8. Sa se calculeze aria suprafetei 

E = {(x,y,z)/(x 2 + y 2 + z 2 ) 2 = a 2 {x 2 - y 2 ),x,y,z > 0} 

T>. A — ?r 2 a 2 
A ~ 16 

9. Sa se gaseasca centrul de greutate al unei calote sferice omogene de 
raza R §i inal^ime 

R: xq = ya = 0 ,z G = ^R 


10. Sa se determine coordonatele centrului de greutate al suprafetei omo¬ 
gene E: + y — 2 — z, z > 0. 

R: xc = yc = 0 ,za = 

Sa se calculeze urmatoarele integrale de suprafa^a de speta doua: 


11. i = Sk x 2 dydz-ry 2 dzdx+z 2 dxdy, unde E este fat a interioara a sferei 
x 2 4 y 2 -f z 2 — a 2 

R: I = —7T a 4 

2 2 

12. I = J f s zdxdy , unde E este fata exterioara a elipsoidului ^ 4- |y4 
+#-1=0 

R: / = ^TTabc 

13. I = f xdydz 4 ydzdx 4 zdxdy , unde E este fata exterioara inchisa 
a cilindrului x 2 + y 2 = a 2 , —h < z < h 

R: / = 3tt a 2 h 



Capitolul 13 

For mule integrate 


13.1 No^iuni teoretice 


I) Divergent §i rotorul unui camp vectorial 

Definitia 13.1. Daca se fixeaza un reper ortogonal plan xOy de versori. i,j 
§i daca v(x,y) = P(x,y)i + Q(x, y)j este un camp vectorial de clas& C 1 (C7), 
unde U C 1R 2 este un deschis, atunci se pot defini, pentru orice punct a € U: 
div a tJ — §§ (o) 4- ^(a) divergent lui v in punctul a 

rot a u = |^(a) — ^(a) (i x j) rotorul lui v in punctul a 

precurn §i forma diferen^iala de gradul I in U, u> = P(x, y)dx + Q(x ) y)dy 

Definitia 13.2. Campul v se nume§te camp de gradienti in U daca. 
exista un camp scalar <p € C l {U) numit potential scalar al lui v astfel 
incat v = grady?, adica P — Q — in fiecare punct din U. 

Daca , in plus, ip € C 2 (C/), atunci 

rot(grad^) - (f^) - ^ (f*)l {ix])=Q§i 

div(grade/?) = £ (fg) + ^ ($g) = 0 + (laplacianul lui <p) 

Campurile de gradient^ se mai numesc campuri derivand dintr-un 
potential. 

Exemplul 13.1. Orice camp constant v(x t y) = a = a\i + a- 2 j este un 
camp de gradient, deoarece luand <p(x,y) = a\x + a, 2 y avem v = grad?/? 

Exemplul 13.2. Pentru campul plan newtonian v = — k (unde r = 

= xi 4- yj , r = t/ 2 , k > 0 constant ) definit in U = 1R 2 \ (0, 0) avem 

divTJ = A, rotu = 0 §i v = grad (£) in fiecare punct din U. 

Reluam cele de mai sus pentru cazul spatiului 1R 3 , raportat la un reper 
ortogonal Oxyz de versori i,j,k. 

Definitia 13.3. Fie v(x,y,z) = P(x y y>z)i 4- Q(x,y,z)j + R(x.y,z)k un 
camp de clasa C l {U), U c IR 5 hind un deschis fixat. Pentru orice punct 
a € U se definesc scalarul 


,. _ 6P,,,dQ dR ( . 

dKaV = -(a)^—(a) + -(a) 
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numit divergent^ lui v in a §i vectorul 
rot a v = | -^(a) - ^(a) \i + 


dR . dQ 

[d^ {a) ~Tz {a) 


dP dR 

a7 (a) -^ (a) 


3 + 


dQ. . dP 

& (a) -^ (0) 


numit rotorul lui v in a care poate fi scris sugestiv astfel rot 0 u = 
(” dezvoltand” acest determinant simbolic dupa linia intai). 


i 

d_ 

dx 

p 


3 

d_ 

dy 

Q 


dz 

R 


Semnifica^ia concreta a rotorului 

Considerand vectorul v care reprezinta v ectorul viteza a unui punct oare- 
care intr-o rotate de viteza unghiulara \/p 2 + q 2 + r 2 , in jurul unei axe 
= UxM = £=£a rotorul acestui vector are componentele 2p, 2 q, 2r; el 
este a§adar dublul vectorului viteza de rotate. Intr-un mod mai general, sa 
consideram vectorul viteza v intr-un punct (x, y , z) oarecare al unui fluid §i 
o sfera foarte mica cu centrul (x,y, z). Daca am solidifica por^iunea de fluid 
care umple sfera, suprimand in acela§i timp fluidul care inconjoara sfera in 
a§a fel incat sfera sa fie lasata numai sub influenza vitezelor castigate, in 
mecanica fluidelor se arata ca mi§carea pe care o va lua sfera se va compune 
dintr-o translate definita de viteza v a punctului (x,y, z ) §i o rotate egala 
cu ^rotu. 

Propriety de calcul ale divergent^ §i rotorului 

1) Fie v §i w doua campuri vectoriale de clasa C 1 pe un deschis 
U C H 3 . Atunci pentru orice punct a € U, 


div a (v + w) = div 0 (u) 4- div 0 (ic) 

rot a (F + w) = rota(u) + rot a (uJ) 
iar daca A € IR este constants , atunci 


div a (Au) = Adiv a (v) 
rota(AF) = Arot a (F) 

2) Daca c este un vector constant, atunci div a (c) = 0, rot a (c) = 0, in 
fiecare punct din 1R 3 . Daca se noteaza r = xi + yj + zk (vectorul de pozi^ie). 
atunci divr = 3, rotr = 0, div(c x r) = 0. rot(c xf) = 2c. 

3) Fie ip un camp scalar §i v un camp vectorial, ambele de clasa C l 
intr-un deschis U C IR°. Atunci pentru orice a E U au loc relafiile 


div a ((^u) = v?(a)div a (u) + v(a) • grad a y> 

rot a (<pu) = ip(a)rot a v — v(a) x grad a cp 

Exemplul 13.3. Fie campul vectorial v — x 2 yi + yzj — 2 xyzk de clasa 
C 00 in IR 3 . Atunci 

$ c) 

divv = Ii (x>y) + -(yz)--{2xyz) = z 


’|o> ?r| 



13.1. NOflUNI TEORETICE 


229 


rot = 


i 

d_ 

dx 

x 2 y 


j 

d_ 

dy 

yz 


k 

d_ 

dz 

—2 xyz 


-(2 xz + y)i + 2 yzj — x 2 k 


Exemplul 13.4. Pentru campul newtonian v — —k^ (k > 0 constant) 
avem v — pr, unde p = — deci divv = div(y?F) = </?divr + f • grade/? §i cum 
grade/? = -fegrad(r -3 ) = 3kr ~= ^fr.rezulta divv = 3 (—^) + |f(F-r) = 0 
(deoarece 7 • f = r 2 ) 

rotv = rot(</?F) = p rotr — r x grade/? = —f x grade/? = —F x (^|r) = 

= -ff(rxr) = 0 

Exemplul 13.5. Campul vectorial v = —yi -f este un ’’camp de 
vartejuri” deoarece el este de forma v = rotiv (de exemplu luand w = xzi+ 
-F yzj ). Terminologia este motivata de faptul ca in fiecare punct a = (xq, yo) 
vectorul v(xo,yo) = —y$i + xoj cu punctul de aplica^ie in a, este tangent la 
cercul cu centrul in origine trecand prin punctul a. 

Gradientul, divergent^, rotorul se mai numesc operatorii diferen^iali 
de ordinul I in teoria campurilor. 

Exista o posibilitate de unificare a proprieta^ilor de calcul ale gradien- 
tului, divergence! §i rotorului, pentru campuri de clasa C 1 , cu ajutorul unui 
operator simbolic V = + numit operatorul nabla(sau ” vec¬ 

torul nabla”, avand drept componente operatorii de derivare partjiala ). 
Vom considera. conventiile grad(/? = Vp ca produs intre campul scalar </? §i 
’’vectorul” V,divv = V • v ca produs scalar intre ’’vectorul” V §i vectorul 
v §i rotv = V x v ca produs vectorial intre ’’vectorul” V §i vectorul v. De 
fapt, convenind sa definim ’’produsul” lui ^(respectiv cu un camp 

scalar p ca fiind (respectiv ^£), rezulta 


„ (, d d T d' 

Vv= {*di + % +k Tz, 


-Op rr-dp . 


§i daca v = Pi + Qj + Rk> atunci 


V • v = 


% d . 

* dx ^ ^ dy 


1— + • (Ft + Qj + R&) = divv 


V x v = 


- <9 - d r d \ 


x {Pi + Qj + Rk) 


i 

d_ 

dx 


j 

d 

By 

Q 


k 

d_ 

dz 

R 


— rotv 


Reguli de calcul: 

Vc = 0 (daca c este o constants scaiara ) 

V • c = 0, V x c = 0 (daca, c este un vector constant) 

V • (pv) — v ■ (Vp) + p(V • v) = v • grad(/> + </?divv 

V x (pv) = —v x (Vp) + p(V x v) = —v x grad</? + protv 
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V- (v x w) = W'(V xv)-v(\7 xuJ), adica div(vxw) = w • rotv — v • rotiejm 
particular,V • (c x r) =f • rote — c • rotf = 0 daca c este vector constant, iar 
f este vectorul de pozi^ie. 

Exemplul 13.6. Calculam cu ajutorul lui V divergent §i rotorul campului 
vectorial v = de clasa C°° in IR 3 \ {(0,0,0)}, unde c este un vector 
constant, iar f vectorul de pozi^ie. Avem 

divi; = V-v = f- (vaj) + 2f (V-r) = r-gradff+3f = r- L±dpl±!i + 
+3ff = + 3ff = 0, deoarece c • r = r 2 

rott; = Vxv = —fx grad^ + ^frotr = -r x ^ = -f x c ' r ~^ & r )' 4r , r = 

Daca este un camp scalar de clasa C 2 , iar v — Pi + Qj -1- Rk un 
camp vectorial de clasa C 2 (intr-un anumit deschis din IR 3 ), atunci au sens 

urmatoarele: _ 

i j k 


div(rotu) = div 


d_ 

dx 

p 


d_ 

dy 

Q 


d_ 

dz 

R 


— div 


1 (m _ §0.'] _ 7 (dR _ dP\+T (dQ _ dP\ 

l \dy dz J J \dx dzJ [dx dy J 

^ d_ (8R _ dQ\ _ d_ (dR _ 8P\ d (dQ _ dP\ _ 

dx ydy dz J dy \dx dz) ' Fz ydx dy J 


_ cPR _ cPR _ cPR , a 2 Q 
Bxdy dydx dxdz ' dzdx 


+ 


d 2 Q , d 2 P dPP ~ 


dxdz dydz 


dzdy 


= 0 


Analog rot(grad^) = 


% 

d_ 

dx 

dip 

dx 


— l( SPx _ d 2 y> \ ^ ( (P<£ _ 

~ 1 \dydz dzdy) ~ ~ 


J 
d_ 
dy 
d£ 
dy 

a 2 

dzdx 


k 

d_ 

dz 

di£ 

dz 


1 ( + k( Q2 f _ \ - o 

3 dzdx J ' \^dxdy dydx J 


div(grad^) = div A |£fe+) = 

_ _d_ (dp) j_ d_ (dip\ , t 
dx ydx J ‘ dy \dy J ' d* \ 

rot(rotu) = grad(diviJ) — 

vectorial se calculeaza pe componente. 

II) Formula lui Green-Riemann 

Defini^ia 13.4, Fixam un reper ortogonal plan xOy de versori i,j. O 
mul^ime M C IR 2 se nume§te compact bordat daca M este compacts. §i 
frontiers Fr M este reuniunea unui numar finit de curbe plane parametrizate 
presupuse de clasa C 1 pe por^iuni, nesingulare, simple §i inchise; in plus, 
presupunem ca FrM este orientata pozitiv. 

Exemplul 13.7. Exemple de compacfi bordatji sunt intergraficele proiecta- 
bile pe Ox de tipul M = {(x,y) € lR 2 /a < x < b,gi(x) < y < g 2 {%)} cu 
gi . g~ 2 : [o, 6] —> IFi func^ii de clasa C 1 astfel in cat g\ < mod similar se 
pot considers intergrafice proiectabile pe Oy. 

Defini^ia 13.5. Un compact bordat M C IR 2 este elementar daca M se 
poate descompune ca reuniunea unui numar finit de intergrafice proiectabile 


dip 

~dz 


d 2 (p 

dx 2 


d 2 (p d 2 <p _ 


d 2 v 
dx 2 


d 2 v r_ 

dy 2 ' dz 2 


dy 
d 2 v 


unde derivata unui camp 
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pe 0r,avand doua cate doua in comun cel mult puncte ale frontierelor §i 
daca M admite o descompunere similara in intergrafice proiectabile pe Oy. 
Exemplul 13.8. Triunghiurile, poligoanele convexe, discurile sunt compact^ 
borda^i elementari. 

Teorema 13.1. (formula Green-Riemann) Fie M c R 2 un compact 
bordat elementar §i P(x,y),Q(x,y ) funcfii de clasd C l pe un deschis care 
confine M.Atunci 

f Pdx + Qdy — f f (jQ-jl)dxdy 
J FrM J Jm\ox oy) 

Corolarul 13.1. In condiiiile teoremei 13.1, fie campul vectorialv = P(x, y)i+ 
-r -Q(x,y)j. Atunci circulate hi v in lungul hi FrM este 


v ■ dr = 


* - dxdy 
dx dy J y 


In particular, daca ^ in M, atunci aceasta circulate este nula. . 

Exemplul 13.9. Daca M este un compact bordat elementar care nu 
confine originea, atunci f FrM y - d x f + x y P = 0 

Intr-adevar, in acest caz P = deci H ~ % §i se 

aplica corolarul 13.1 

Daca Int M confine punctul (0,0), atunci P §i Q nu mai sunt func^ii de 
clasa C 1 pe nici un deschis care corvine M. In acest caz, alegand un disc D 
centrat in origine de raza p, con^inut in M rezulta 

Jftm Pdx + Qdy = J FtD Pdx + Qdy = J x 2 +y 2 =p 2 = 

= / 0 2?r ejpffl . (—psint) — • pcost dt — 27 r. 

Ill) Formula Gauss-Ostrogradski 
Defini^ia 13.6. O Suprafa^a E in R 3 se nurne§te inchisa daca E se oblpne 
prin ’’deformare continua ” din suprafa^a sferei unitate 


S = {( x,y,z ) e R 3 /x 2 Ay 2 + z 2 = l}, 

adica exista o aplicfle bijectiva (p : S' —> E astfel incat <p §i p~ l sa fie continue. 

Exemplul 13.10. Sfera, elipsoidul, cilindrul j:r 2 + y 2 = 1,0 < -2 < 3}U 
U{r 2 + y 2 < l,z = 3} sunt suprafe^e inchise; planele nu sunt suprafe^e 
inchise. 

Defini^ia 13.7. Fie un compact bordat elementar M in planul xOy , doua 
func^ii f\ < f -2 de clasa C 1 pe un deschis din planul xOy care confine M 
§i se ia Q, - {(x,y,z) 6 R 3 /(x,2/) 6 M,fi{x,y ) < z < ^(z,?/)}. 0 astfel 
de mulijime se nume§te intergrafic proiectabil pe planul xOy\ in mod 
analog, se pot considera intergrafice proiectabile pe planele xOz , yOz. 

Definitua 13.8. O mul^ime 0 C R 3 se nume§te compact elementar 
daca D. poate fi descompus ca reuniune a unui numar finit de intergrafice 
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proiectabile pe planul xOy avand doua cate doua intersected neglijabile (au 
in comun cel mult puncte ale frontierelor) §i au loc descompuneri similare 
ale lui Cl in intergrafice proiectabile pe yOz §i xOz: in plus, se presupune 
ca frontiera E = FrQ se compune dintr-un numar finit de suprafe^e inchise, 
nesingulare, orientate. Daca Q este un compact elementar, atunci se poate 
defini in mod natural versorul normala exterioara N e in punctul curent al 
frontierei E = FrS7. 

Exemplul 13.11. Intergraficele, sfera {z 2 + y 2 + z 2 < r 2 }, elipsoidul 

^ d■ ^ l}, cilindrul {z 2 -+- y 2 <1>0 <z< 3} impreuna cu bazele, 

inelul sferic {l < z 2 -f y 2 4- z 2 < 4} etc. sunt compact elementari. 


Teorema 13.2. ( formula Gauss-Ostrogradski) Fie Cl C 1R 3 un compact 
elementar cu frontiera o suprafaia inchisa E §i v = Pi + Qj + Rk un camp 
vectorial de clasd C 1 pe un deschis care confine Cl. Atunci fluxul lui v prin 
E dupa normala exterioara n — N e este egal cu integrala divergenfii lui v 
pe 2J j adica 


/ (v ■ n)dcr = / / / ( diw)dxdydz 
J Jt, J J Jn 


Observa^ia 13.1. Folosind notable din teorema 13.2, daca <p(z,y, z) y 
(p : U —► IR. este un camp scalar de clasa C 1 (U D Cl) §i daca a este un vector 
constant arbitrar, atunci pentru v = ip • a avem divu = a • grady? §i formula 
devine a • f (p ■ Ndcr = a ■ f J f Q (grad<p)dxdydz (integrarea se face pe 
componente); cum a este arbitrar, rezulta formula gradientului: 



Ilk 


(grad ipjdxdydz 


Observa^ia 13.2. Daca w este un camp vectorial de clasa C 1 pe U §i 
notam v = w x a (cu a vector constant arbitrar), atunci divu = a • rotu; §i 
cf. Teoremei 13.2 rezulta formula rotorului: 



(a • TQtw)dxdydz. 


adica 


a • j j (N x w)d<7 — a • j J J rot wdxdydz] 
deoarece a este un vector arbitrar, rezulta 




Totwdxdydz 


Exemplul 13.12. Fie Cl un compact elementar avand ca frontiera o 
suprafa^a inchisa E ca,re nu confine originea. Fie v — A; campul newtonian. 
Daca 0 nu apart-ine lui Cl , atunci divu = 0 in fiecare punct din Cl §i cf. 
Teoremei 13.2 rezulta ca fluxul lui v prin E este nul. Daca 0 6 Intfi, atunci 
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exista o bila deschisa B p = [x 2 + y 2 + z 2 < p 2 } ell. Consideram compact ul 
elementar Q\B p avand ca frontiera FrQU S p . Deoarece divv = 0 in £l\B p , 
rezulta , cf. Teoremei 13.2, ca fluxul lui v prin E §i prin S p este acela§i (in 
ambele cazuri dupa normala exterioara ). Dar normala exterioara la S p este 

T - §i fluxul lui v prin S p este f J Sp fs • = f fg p p;dc r = ^ > ariaS p = Ak 

In general, daca, E este o portiune de suprafata de clasa C 1 , nesingulara 
orientata, astfel incat 0 nu apar^ine lui E se nume§te unghi solid u in care E 
este vazuta din origine, fluxul campului v = ^ prin E, adica u> = J fi-nda 

Exemplul 13.13, Presupunem ca un lichid, avand densitatea de volum 
constanta c, se afla intr-un recipient fi asimilat cu un compact elementar 
con^inut in semispatiul z < 0 din K 3 . Presupunem de asemenea ca ”pre- 
siunea create proportional cu adancimea”, deci campul presiunilor lichidului 
este v = czk,c fiind densitatea de volum. Fluxul lui v prin frontiera E a 
lui Q se nume§te for^a ascensionala $ a lichidului. A§adar, deoarece 
divF = c, rezulta <f> = J f s v- ndcr = f f f Q (divv)dxdydz = c ■ vol(Q ) = 

= masa lichidului, obtinandu-se astfel legea lui Arhimede. 

IV) Formula lui Stokes 

Definitia 13,9. Fie E o suprafata de ecuatie carteziana z = f(x,y), cu / 
functie de clasa C 2 pe un deschis D c 1R 2 , cu orientarea pozitiva asociata 
reprezentarii parametrice x = u,y = v,z = f(u,v)y(u,v) € D. Daca M C 
C D este un compact bordat elementar, atunci este bine definita o portiune 
din suprafata E, anume S\ = {(z, y, z) 6 1R 3 /z = f(x,y), ( x, y ) 6 M}.Curba 
Ci — {( x.y,z ) G JR 3 /z = f{x f y), {x,y) € FrM} cu orientarea indusa de pe 
FrM se nume§te bordul orientat al lui Si;notand cu N versorul normalei 
la suprafata Si in punctul curent P al lui C\. cur versorul tangentei in 
punctul P la curba C\ §i cu n e versorul normalei exterioare la bordul C\ 
(situat in planul tangent la E in punctul P, perpendicular pe r §i ’behind” 
din Si) rezulta ca N = n e x r. Orientarea fixata pe bordul C\ poate fi 
prezentata sugestiv astfel: ”un observator care parcurge C\ in sensul lui r 
§i avand capul spre N, are mana stanga insure Si”. 

Definitia 13.10. O portiune de suprafata orientata (de clasa C 2 ) S se 
nume§te elementara daca se poate descompune intr-un numar finit de 
porfiuni de suprafata Si, S2,... S p prin arce decurba care sunt parti ale bor- 
durilor orientate corespunzatoare. In acest caz se poate defini bordul orien¬ 
tat C al lui S, ca fiind drumul inchis obtinut prin juxtapunerea arcelor de 
curba care aparfin numai la cate unul din bordurile porf-iunilor Si, S2, ... S p . 

Teorema 13.3. (formula lui Stokes) Fie S C 1R 3 0 portiune de suprafata 
elementara de clasa C 2 §i C bordul orientat, inchis al lui S. Fie v un camp 
vectorial de clasa C 1 pe un deschis din 1 R 3 care confine S. Atunci circulafla 
lui v in lungul lui C este egala cu fluxul rotorului lui v prin S, adica 



rotu ■ Ndcr 
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Exemplul 13.14. Consideram octantul de sfera x 2 +y 2 +z 2 = J£ 2 , x,y,z> 
> 0 §i calculam circula^ia campului newtonian v — ^ in lungul bordului C. 

Cf. teoremei 13.3, luand pentru S por^iunea de sfera corespunzatoare, 
rezulta 

f c V'dr = f f s rotU • Nda = 0,deoarece rotu = rot^j = 0 


13.2 Probleme rezolvate 

l. Sa se verifice formula lui Green pentru functjiile P(x,y ) = - § ■ ■ ■ , 

\/x 2 +y 2 

daca (x,y) ^ (0,0) §i P(0,0) = 0 §i Q{x,y) = U= , daca (x,y) ± 

tr 

(0, 0) §i Q(0,0) = 0 pentru domeniul D : x 2 4- y 2 < 1. 


Solufie. Func^iile P §i Q nu sunt continue in origine, deoarece 

X 1 

lim P{x , y) = lim -= ===== = + 0 §i 

x—*co,y—mx x-*<x>^Jx l + m^X 1 yl -f 771 2 

VTh 

lim Q(x, y) — = T 0 pentru m-/=- 0 

x—*oo,y=mx Vl + 777 2 

Prin urma.re,nu se poate aplica Teorema 13.1, func^iile P §i Q nefiind 
continue in D. Totu§i formula lui Green este verificata . Observam ca 

% = H = - 7^5)? ' P entru (*-v) + (°-°) §> §£( 0 =°) = IS °) = 

= 0 (cu ajutorul defini^iei). Deci ^ ^ = 0 in D §i membrul drept 

din formula lui Green este egal cu 0. Pentru a arata ca §i primul 
membru al formulei are tot valoarea 0, folosim pentru cercul (C) : 
x 2 + y 2 = 1 reprezentarea x = cost ,y = sint,t E [0,2-7rj. Obfinem 
J c Pdx + Qdy = / 0 27r (— cost sin t + cost sin t)dt = 0 
Deci formula lui Green se verifica . □ 


Sa se calculeze cu ajutorul formulei lui Green, urmatoarele integrale 
curbilinii : 

2. I = j c y 2 dx + x 2 dy, (C ) : x 2 + y 2 — l,y > 0 §i x = t>y — 0, t € [-1,1] 

Solufie. Curba (C) margine§te domeniul D : x 2 + y 2 < 1, y > 0 §i este 
o curba regulata inchisa . Punctiile P(x,y ) = y 2 ,Q(x,y) = x 2 sunt 
continue §i cu derivate par^iale continue in D §i ^ = 2(x — y). 

Se poate aplica teorema 13.1: 

J c y 2 dx + x 2 dy = 2 f f D (x — y)dxdy — 2 fg p 2 { cos 9 — sim 9)dpdd = 
= 2 Jq {cos 6 — sin 9)d0 fg p 2 dp = — | □ 

3. 1 = J c sfx 2 + ipdx + y[xy + ln{x+ y/(x 2 +y 2 )]dy, (C) : x 2 + y 2 - 4x- 
-6y + 12 = 0 
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Soluiie. Avem P(x.y) = y'x 2 + y 2 ,Q(x,y) = y[xy-rln(x+-y/(x 2 + y 2 )] 


§ i te=y(y + 


sjx‘ 2 -hy 2 


dP __ 


Atunci I = f [ D (|g - dxdy = f j D y 2 dxdy , unde D : x 2 + y 2 - 
—4x — 6y 4- 12 < 0 


Trecand la coordonate polare x = 2 + pcosd , y = 3 + psin/9, 

8 6 [ 0 , 27 r),p 6 [0,1], ob^inem 

I = / 0 27r /q 1 p(9 + 6p sin 8 + p 2 sin 2 8)dpd8 = 10tt □ 


4. / = / j4j5C ) (e x sin y — my)dx + (e x cos y — m)dy , unde ABO e semicercul 
x 2 + y 2 — ax = 0, jy > 0 parcurs in sens trigonometric 


Soluble. Completam conturul A.BO cu segmentul OA. Atunci 
I = foABC>( eX sin y ~ m y)d% + (e x cos y - m)dy- 
- f OA (e x siny - my)dx + (e x cosy - m)dy — h ~ h 

Calculam 1\ cu teorema 13.1 : 

h = m f f D dxdy = zzi |^, unde D : x 2 -f y 2 — ax < 0, y > 0 

Pentru a calcula 72, parametrizam segmentul OA :x = t,y = 0,t€ 

€ [0, a] =$■ I 2 = 0 □ 

5. I = / c (x + y)dx - (x - y)dy , unde O : ^ = 1 




g-(j-y) 
<9x 

-2tt 


d(x-l-p) 

dy 


dxdy — 


= J f x 2 +2 g <;L —2dxdy = —2 f Q n Jq abdpdO ~ — 2tt a6 

a? 5^ — 


□ 


6. I = f c 2arctg |dx + [x + ln(x 2 4- y 2 )]dy, unde C : (x — 2) 2 + y 2 = 1 


Soluiie. Avem P(x, y) = 2arctg Q(x, y) = x 4- ln(x 2 + y 2 ) §i 

dP _ 2x dQ _ x 2 +y 2 +2x 
Cfy J 9s T 2 +y 2 


Atunci / = / / (l _ a)J+vJ <, (^#2 - 5 %*) = 

= / /( x _ 2 ) 2 +y 2 <! dxdy — 7T 


□ 


7. Fie a = dx + dy. 

a. Sa se calculeze integrala curbilinie J c ^ 0 R ^ a, unde, am notat cu 
C(0, R) cercul de centru O §i raza R > 0. 

b. Sa se calculeze f r a. unde, T este o curba arbitrara inchisa astfel 
meat O £ r. 
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Soluiie. a. Sa observam, mai intai ca a 6 C^IR 2 \ {0}), deci pentru 
calculul integralei de la punctul a nu se poate aplica formula Green- 
Riemann. Folosim definifia integralei curbilinii: parametrizam cercul: 


x(t) = Rcost, y(t) = Rsint, t G [0,27r) 


§i obtinem: 


/ 

JC{0,R) 


f>2 7T 


dt — 2n. 


b. Notam cu K compactul marginit de curba T. Distingem doua 
cazuri: daca 0 $ K (se poate aplica formula Green-Riemann) sau 
daca O £ K (nu se poate aplica formula Green-Riemann). 
Presupunem mai intai ca 0 K; atunci: 



dxdy = 0. 


Presupunem acum ca 0 € K\ fie R > 0 astfel meat C(0 } R) este inclus 
in interiorul lui K. Notam cu D(0,R ) discul deschis de centru O 
§i raza R. Fie A compactul A = K \ D(0,R). Bordul orientat al 
lui A este reuniunea dA = r U C(0, R), sensul pe cere fund sensul 
trigonometric negativ. Deoarece O ^ A. avem: 

/ Oi — I I 0 dxdy = 0. 

JdA J Ja 


Rezulta : 


l°-l 


a = 2 tt. 


□ 


8. Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii direct §i aplicand for¬ 
mula Green-Riemann: 

2 2 

a. / r e? T ^ (-ydx + xdy), T = {{x,y) | fy + fy = 1}- 

b. f r xydx + %%-dy, 

r - {(®,y) | x 2 + y 2 = l,x < 0 < y} U {(x,y) | x + y = -l>x < 0,y < 
0}. 

Soluble. Pentru calculul direct se parametrizeaza cele doua curbe §i se 
aplica definifia integralei curbilinii. Vom calcula acum integralele cu 
ajutorul formulei Green-Riemann. 

a. Elipsa T este inchisa iar 1-forma diferenfiala este de clasa C l pe 
IR 2 , deci putem aplica formula Green-Riemann (notam K mulfimea. 
compacts, marginita de F): 

2e^ + S (l + ^ + Fj dxdy, 
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integrala dubla calculandu-se cu coordonate polare generalizate. 
b. Curba T nu este inchisa , deci nu putem aplica direct formula Green- 
Riemann. Fie .<4(0, —1) §i F?(0,1) §i fie [AB\ segmentul orientat (de la 
A catre B ) determinat de aceste puncte, Fie A = T U [AB)\ atunci A 
este o curba inchisa §i deci, aplicand formula Green-Riemann, obtjinem 
(notam cu K compactul marginit de A): 

J xydx + -^dy = j J 0 dxdy — 0. 

Rezulta deci: 

x 2 f , x 2 j 

xydx A —dy = — xydx + — dy = 0, 

2 J[AB] 2 

ultima integrala curbilinie calculandu-se imediat cu defini^ia. □ 

9. Sa se calculeze circulate campului de vectori V pe curba T in cazurile: 

a. V = y 2 i A xyj , 

T = [(x,y);x 2 Ay 2 = 1 ,y> 0} U {(x,y)\y = x 2 - 1 ,y < 0}. 

b. V = e x cos yi - e x sin yj. 

T este o curba arbitrara con^inua in semiplanul superior care une§te 
punctele A(l, 0) B{— 1,0), sensul fiind de la A catre B. 



Solufte. a. Vom aplica formula Green-Riemann; notand cu K interi- 
orul curbei V, ob^inem: 



I —ydxdy — — j dx ydy. 

K J -1 Jx 2 -1 


b. Curba nu este inchisa ; fie [BA] segmentul orientat (de la B catre 
A) §i fie curba inchisa A = T U [BA). Calculam circula^ia lui V pe 
curba A cu ajutorul formulei Green-Riemann (notam cu K compactul 
marginit de A): 


[ Vdf= f f 0 dxdy = 0, 

J A J JK 

deci circulafia pe curba F este egala cu circula^ia pe segmentul orientat 
[AB\■. 

( V dr — f V df — — f e t dt = 1 — e. 

Jr J[ab) J o 

□ 


Sa se calculeze cu ajutorul formulei lui Gauss-Ostrogradski, urmatoarele 
integrale: 
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10. I = J J E 2 x 2 yzdydz 4 z 2 dzdx 4- xyz 2 dxdy , unde S e fat;a exterioara a 

2 2 2 

semielipsoidului ^ 4 p 4 %% = 1 limitat de planul z = 0. 


Soluble. I — f f f v (4xyz 4 0 4- 2xyz)dxdydz = 6 / J J v xyzdxdydz — 


= 6 // j d(v ** ^xyzdz) 


) 


j i a: 2 y% 

dxdy = 6 f J D xy^/o ^ **dxdy = 


— 3c 2 / Sd xy (f- ~ a? - h) dxd y — 

= 3 ° 2 f fg+g< i x y ( x - S - £) dxd y = 

= 3c 2 J 0 27r Jq apcos0bpsin$(l - p 2 )abpdpd$ = 

= 3 a 2 b 2 c 2 Jq p 3 ( 1 — p 2 )dp / 0 27r cos 0 sin Odd = 

= 3a 2 b 2 c 2 (4/o “ $/o) J(— cos 26'/§ 7r ) = 0 □ 


11. / = f J s x 3 dydz+x 2 ydzdx+x 2 zdxdy, unde E este suprafa^a cilindrului 
a; 2 4 y 2 — r 2 cuprinsa intre pianele 2 = 0 ,2 = a 


Soluiie. I = f J f v (3x 2 4 x 2 4 x 2 )dxdydz = f f f v bx 2 dxdydz = 

= Jo 2 * fo So p 3 «>s 2 □ 

12. Sa se determine fluxul campului vectorial v = 2cci 4 yj — zk prin 
suprafa^a E : y 2 4 z 2 = ax, 0 < x < a dupa normala n la suprafa^a 
care face un unghi ascu^it cu semiaxa negativa Ox. 


Solufie. Fluxul <& al campului vectorial v prin suprafa^a E este dat de 
integrala de suprafa^a $ = J v • nda. 


Inchidem suprafat-a E cu discul Ei situat in planul x — a. 

Notam S = Ei U E. 

Teorema 13.2 ne da J f s v- Nda = f f J v d ivvdxdydz, unde N e nor¬ 
mala exterioara la suprafa^a S §i FrV = S 

Avem divu = ^(2x) 4 ^(y) 4 &{~z) = 2 


Atunci f J s v- Nda = f J f v 2 dxdydz = 2 f f D I f v 2 +z s 


= 2 f f D (a — dzdy ,unde D : y 2 4- z 2 < a 2 

Deci I Is 70 • = Jo ft ( a - t) P d6d P = 7ra3 


dyd,z — 


Dar,/ J s v ■ Nda = / f E v ■ nda + / v • nida, unde 721 = (1,0,0) e 
normala la suprafal^a Ei. Rezulta$ = f j s v-nda = na 3 —J f^^v-riida 
Pe suprafa^a Ei : x = a, (y, 2 ) G .D,dcr = dxdy. Atunci 


/ /ej v ' n idcr = / / s . 2xd<7 = f J D 2adzdy = 2 aaria(D) — 27m 3 
=>• $ = f f s v ■ nda = 7ra 3 — 2?ra 3 = —?ra 3 


□ 
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13. Sa se determine fluxul campului vectorial v = xi + yj + zk prin 
suprafatja inchisa de cilindrul x 2 + y 2 = R 2 §i planele 2 ; = 0 §i 2 = 

= a, dupa normala exterioara la suprafa^a. 

Solufie. Fluxul $ al campului vectorial v prin suprafa^a inchisa E este 
dat de integrala de suprafa^a $ = J f £ v ■ rider. 

Cf. Teoremei 13.2 avem & = J ' ndcr = / J f v di vvdxdydz, unde 
V este volumul inchis de suprafalja E. 

divu = £{x) + ^(y) + £(z) = 3 

Atunci $ = f J Jy Sdxdydz = 3 vol(V) = 37 rR?a 

Calculam fluxul direct, fara Teorema 13.2. Fie E = Si UE 2 UE 3 , unde 
Ei e baza cilindrului cu normala n\ = ( 0 , 0 , — 1 ),E 2 e baza cilindru- 
lui cu normala n 2 = ( 0 , 0 , 1 ),E 3 e suprafat-a laterala a cilindrului cu 

normala n 3 = jggfj = = (!' ?M)> unde f = x 2 + y 2 - R 2 

Atunci 

$ = I Is! v ’ n ' da + / /e 2 v ‘ ^ da + / Js 3 v ■ ™3 d(J = J J El ~zdcr+ 

+ Jf2 2 z '~'~ffi: 3 ( x '7i+y'7i + z 'Q) dcr== ffi: 1 Q + ff£2 a ~^ 

+ I k 3 ^ = / Ie 2 a + J 4 R = * • armS 2 + • flriaEa = 

= anR? + R2nRa = ‘SirR^a □ 


14. Calculate fluxul campului vectorial v = xi + z 2 j + 
laterala a conului 27 2 = a : 2 H- y 2 marginit de planul z 


y 2 fc prin suprafa^a 
= 1 , pentru z > 0 . 


Solu$ie. Pentru a aplica formula lui Gauss-Ostrogradski inchidem supra- 

fat;a formata din conul z 2 = x 2 + y 2 cu discul z = 1 , x 2 + y 2 < 1 
Avem divu = 1 => $ = f f^v ■ nda = f f f y /^ 2 < z < 1 dxdydz = f 

Calculam fluxul lui r; prin discul z = 1 , x 2 + y 2 < 1 care margine§te 
conul dupa normala exterioara . Aplicam definit;ia observand can = 

= kqiv-n = y 2 . Deci f J g=ljx2+J/2 <! v-ndcr = J f z=1>x 2 +y 2 < a y 2 da = 

= f fx 2 +y 2 <! y 2 dzdy = /o / 0 27r p 3 sin 2 OdQdp = f 

Fluxul cerut va fi diferen^a dintre fluxul lui u prin con §i fluxul lui iJ 
prin discul z = 1 , x 2 + y 2 < l,deci ^* = f~f = x 5 □ 


15. (Legea lui Gauss) Pentru orice q > 0, consideram campul scalar 


f(x,y,z) 


_<7_ 

47 Ta/x 2 + y 2 + z 2 


9 

47rr 
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§i fie campul de gradien$i: 

E = -grad/. 

Campul scalar / reprezinta potentjialul electric (sau potential New¬ 
tonian) asociat sarcinei electrice q plasate in O, iar E este campul 
electric generat (sau camp Newtonian). 

a. Sa se expliciteze E §i sa se demonstreze ca este camp solenoidal, 
adica : div# = 0. 

b. Sa se demonstreze ca fluxul campului E prin orice suprafafja inchisa 
ce nu confine originea in interior este nul. 

c. Sa se demonstreze ca fluxul campului E prin orice suprafa^a inchisa 
ce confine originea in interior este q, (legea lui Gauss). 


Solujie. a. Putem calcula E direct cu defini^ia, sau aplicand pro- 
prieta^ile gradientului; obtjinem: 




Aratam acum ca E este solenoidal: 
di vE = —grad(div/) = - A/ = (3r 3 - 3 r{x 2 + y 2 + z 2 )) = 0. 

b. Fie E o suprafafja inchisa ce nu confine originea in interior. Deoarece 
campul electric E este de clasa C 1 pe 1R 3 \ {O}, sunt indeplinite 
ipotezele formulei Gauss-Ostrogradski §i deci, (notam cu K compactul 
marginit de E §i cu n versorul normalei exterioare la E), obtjinem: 


E-z(E) = J Enda = 



di vEdxdydz = 0. 


c. Fie acum E o suprafafja inchisa ce confine originea in interior. 
Deoarece E nu este de clasa C 1 pe compactul K marginit de E, (E nefi- 
ind de clasa C 1 in origine), nu putem aplica formula Gauss-Ostrogradski 
pentru a calcula fluxul lui E prin E. Fie R > 0 astfel meat sfera de 
centra O §i raza R (notata in continuare cu 5), sa ne inclusa in in- 
teriorul lui E. Fie suprafa^a (inchisa ) Ej = E U S, orientata dupa 
normala exterioara (deci pe S este normala interioara la sfera ). Fie 
K\ mulfjimea compacta marginita de Ei. Deoarece O £ fluxul lui 
E prin Ei este nul (conform (b)). Rezulta ca fluxul lui E prin E este 
egal cu fluxul lui E prin S (orientata dupa normala exterioara n = 
la sfera ): 


Ej:(E) = f Enda—-j- j dip f si nddd = g. 
Js 4tt J 0 Jo 


□ 
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16. Fie v = yzi + 2 xzj — x 2 k.Sa, se calculeze fluxul lui v prin elipsoidul 
4x 2 + y 2 + 4 ^ 2 = 8 dupa normala exterioara , precum §i circulalpa 
lui v in lungul curbei C de intersec^ie a elipsoidului cu planul z = 1, 
parcursa pozitiv o data in raport cu Oz. 

Soluble. Cum dm; = 0, rezulta , cf. Teoremei 13.2, ca fluxul $ = 0 

Pentru circulate putem aplica teorema 13.3, luand ca suprafa^a S 
por^iunea din planul z = 1 interioara curbei C. 

Avem rotU = —2 xi + (2x -F y)j -f zk §i n = k 

Atunci f c vdr = f f s (rotv) ■ nda = f f%da = aria E = 2ir (Aria unei 
elipse de semiaxe a, b este 7 r ab §i se poate calcula cu ajutorul integralei 
curbilinii) □ 

Sa se calculeze urmatoarele integrate curbilinii cu ajutorul formulei lui 
Stokes: 

17. I — f c ydx+zdy+xdz,unde C estecerculx 2 +y 2 +z 2 = a 2 >x-\-y+z = 
— 0 , parcurs in sens invers sensului de mi§care a acelor de ceasornic, 
daca privim din direc^ia pozitiva a axei Ox 

Solufie. I — f c ydx + zdy -f xdz — f J s —dydz — dzdx — dxdy = 

= “ / Se (73 + 73 + 7§) = f b da,de oarece ( 75 , 75 , 75 ) sunt 

cosinu§ii directori ai normalei la fa^a £ 

Daca D este interiorul proiec^iei cercului C pe planul xOy, atunci (prin 
eliminarea lui z intre cele doua ecua^ii ate lui C ) D : x 2 + xy + y 2 < 
<^,z = 0 

Deci I = —\/Z f f D dxdy = — 7 ra 2 \/3 □ 

18. I = J c {y — z)dx + (z — x)dy + {x — y)dz , unde C este elipsa ob^inuta 
prin intersect;ia cilindrului x 2 + y 2 = 1 cu planul x + z — 1 , parcursa 
astfel meat proieclpa curbei C pe planul xOy sa fie orientata pozitiv 

Soluble. Avem E : z = 1 — z,(x,y) G D. unde D este discul din planul 
xOy marginit de curba T-proiectia curbei C in acest plan. Integrate se 
calculeaza pe fa^a superioara a suprafe^ei £ cu normala n 0 , , 

da = \f2dxdy 

I = / / s — 2 dydz - 2 dzdx — 2 dxdy = —2 f J s da = 

= —~y= f \/2dxdy = —4 ariaD = —An □ 

19. Fie E emisfera superioara a sferei unitate §i v — zi + xj + xyzk. Afla$i 
fluxul rotorului lui v prin E orientata dupa normala exterioara . 



242 


CAPITOLUL 13. FORMULE INTEGRALE 


Soluble. Folosind teorema 13.3 avern de calculat circula^ia lui v de-a 
lungul cercului z = 0, x 2 + y 2 = 1: 

f c vd/r = f c zdx 4- xdy 4- xyzdz = J 0 2?r cos 2 tdt = n 

Integrala poate fi calculate direct: 

I i 3 k I 


rotu = 


d_ 

dx 


d 

Fy 


d_ 

dz 


= xzi -f (1 - yz)j + k §i observam can = r 

z x xyz | 

Deci rotu • n = x 2 z 4- y( 1 — yz) 4- z 
f f £ rotv ■ ndo = / f s [x 2 z 4- y{ 1 - yz) + z]da = 

= / WsiK* 8 " J' 2 + DVi-* 2 -3/ 2 + = 

= I fx 2 +y 2 <l(x 2 -y 2 + r > dxd y + f fx 2 +y 2 <l ~/^Tp dxd y = K (P rin 
trecere la coordonate polare) □ 


20. Gasi^i circula^ia campului vectorial v = y 2 i + xyj 4- (z 2 + y 2 )k prin 
conturul format din intersec$ia paraboloidului x 2 + y 2 = Rz cu planele 
x = 0,y = 0,z = R parcurs in sens pozitiv relativ la normala exte- 
rioara a paraboloidului. 

Solute. Direct: f 0AB vdf = f^vdf-h vdf + vdf 

Scriem ecua^iile parametrice ale curbelor: 

OA : x = 0,y = t, z = e [0, R] 

AB : x = Rsint, y = Rcost,z = R,t E [0, fj 
OB : x = t, y = 0, z = t E [0, .H] 

/o7i ^ = /a4 + + (* 2 + y 2 ) dz = Jo* t 2 • tH* = X 

Iab^=- fo Rt2 ‘ = “f- 

7T 7T 

/ab vdr = J 0 2 i£ 3 cos 3 tdt — J 0 2 R 3 sin 2 1 cos tdt 

77 

Pentru calculul integralei J 0 2 cos 3 tdt facem schimbarea sin t = =^ 

=> f 2 cos 3 tdt = fj cost(l—sin 2 t)dt = /^(l — u)u~%du = B (Jj, 2) — 
_ r(^)r(2) _ _ 4 

r(2+i) -HV^-3 

Deducem ca JVg vdf = i£ 3 

Circula^ia este §Q AB vdf = R 3 Q 4-1 — |) = it! 3 Cu teorema 13.3: 
Curba este por^iunea de paraboloid orientata dupa normala exterioara. 

foAB ^ dr = f fz=±(x 2 +y 2 ),x 2 -i-y 2 <R 2 : x,y> 0 r0t ^ ' nd<J 

Avem rotU — 2 yi — 2 xj — yk 
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Fie <p = — x 2 — y 2 + Rz. Normala la suprafa^a este n = = 


yj 4 x 2 +4y^-hR 2 


(~2x, -2 y, R) 


/ fz=j i (x 2 +y 2 ),x 2 +y 2 <R 2 ,x,y >0 T ° tV ' nd(T ~ 

~ 3 f Ix 2 +y 2 <R 2 ,x,y>0 ( - 1? ' % + T? “ v) = 

= 3 J 0 2 —p 2 sin 0 d 0 dp = i ? 3 


□ 


21. Calcula^i circulate vectorului u = (x + y)i + (y + z)j + (z + x)fc de-a 
lungul elipsei C : x 2 + 2 y 2 = 1 , z = 0 . Se va verifica rezultatul aplicand 
formula lui Stokes §i calculand fluxul rotorului lui v prin suprafe^ele : 

a) elipsa C; 

b) elipsoidul x 2 + 2 y 2 + 4 z 2 = 1 situat deasupra planului xOy. 


Solute. Direct vom folosi reprezentarea parametrica a elipsei C : 
x = cos 0, y — -j= sin 9, z = 0 §i obfjinem 

f c vdr = f c (x + y)dx + (y + z)dy + (z + x)dz = 

= it [( cos ^ ^ sin 0 ) • (— sin 9) + ^ sin 9 • cos d,9 = 

= ~ it (72 sin2 0 + 2 sin6 cos #) d0 = ~ 75 

Se va verifica rezultatul aplicand formula lui Stokes : 

a) rotu - — (i + j + k).n = k 

Atunci 


J / s (rotu) -ndcr^-f J E da = -f J x 2+2y 2< 1 dxdy = -f 

b) Pentru suprafafa elipsoidulului situata deasupra planului xOy se 
ob^ine 


xi±2yj+4zk t ToW y n = - x+2y+4z d(J = 


■\ v /x 2 +4v 2 +16z 2 
x+2^+4z 


-y/ x 2 -h4y 2 + 16^ 2 ' 

Atunci 

f 

- r r x±2y±4z 7x 2 +4y 2 +16^ 2 _ 

“ J Jx 2 +2y 2 <l J ~ 

Iff x+2j/+ 447^ — ® 2— ^j/ 2 , J 

= 4 / /.»+**si = 

= -I //*W<i + 2 ) <*“& = 

- -iJs [/o* /o + 2) pdpd*] = 


■dxdy 


□ 
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22. Sa se calculeze direct §i cu formula lui Stokes integrala curbilinie 

J (:y 2 - z 2 )dx 4- (z 2 - x 2 )dy + (x 2 - y 2 )dz, 

unde T este poligonul de intersec^ie dintre cubul [0,1] x [0.1] x [0,1] §i 
planul x + y + z = §. 


Solufte. T este un hexagon regulat. Pentru a calcula integrala cu 
defini^ia trebuie parametrizate laturile hexagonului; de exemplu, latura 
din planul xOy are parametrizarea: 


x{t ) =t,y{t) = --t,te 




Calculam acum integrala aplicand formula lui Stokes. Fie E por^iunea 
din planul x + y 4- z = | situata in interiorul cubului (interiorul 
hexagonului). Proiec^ia lui E pe planul xOy este multimea 

D = ^ < x + y < 2 , 0 < x < 1 , 0 < y < 1 }, 

a carei arie este |. O parametrizare (carteziana ) a suprafet-ei E este 

3 , , 

z = --x-y, {x,y) € D. 

Aplicand formula lui Stokes, ob^inem: 

J ( y 2 — z 2 )dx + (z 2 — x 2 )dy 4- (x 2 — y 2 )dz = 

= — 2 / (x + y)dx A dy + (y + z)dy A dz 4- (z 4- x)dz A dx — 

= —2 



3 dxdy = — 6aria(.D) = — 
D. 2 


□ 


13.3 Probleme propuse 

Sa se calculeze cu ajutorul formulei lui Green.urmatoareie integrale cur- 
bilinii : 

1. I = J c e x2+y2 (~ydx 4- xdy). ( C ) : x 2 + y 2 = 1 
R: / = J c e x2+y2 (~ydx 4- xdy) = 2ne 
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2. 7 = J c (x + y) 2 dx — (x — y) 2 dy, unde C este curba inchisa de parabola 
y = x 2 §i dreapta 2/ = x,parcursa in sens direct 

R:I = -l 

3. I = f c (x + y)dx - (x - y)dy,C : x 2 + y 2 = r 2 
R: I = -2nr 2 


4. 7 = J c (x 4- y) 2 dx — (x 2 4- y 2 )dy, unde C este triunghiul cu varfurile 

0 ( 0 , 0 ), 

,4(1,0), £(0,1) 

R: 7 = -1 

Sase calculeze cu ajutorul formulei lui Gauss-Ostrogradski, urmatoarele 
integrale: 

5. I = f f s x 2 dydz + y 2 dzdx 4- z 2 dxdy.E este fat;a exterioara a sferei 
x 2 + y 2 + z 2 = a 2 

R: 7 = 0 

6. 7 = f f E x 3 dydz + y^dzdx + z 3 dxdy, E este fat;a exterioara a suprafe^ei 
inchise x 2 -r y 2 = z 2 , z = h 

R: 7 = ff/i 5 

7.1 = J J E xyz(xdydz 4- ydzdx 4- zdxdy), unde E : x 2 4- y 2 + z 2 = 

— a 2 ,x,?/, z >0 

R:I=i 

Sa se calculeze fluxul $ = / / s v-nda cu formula lui Gauss-Ostrogradski: 

8. v = — yi 4- xj. unde E este cubul unitate 
R: 4> = 0 


9. v = x 2 i 4- + z 2 k, unde E este sfera unitate 

R: $ = 0 

10. v = xi - {- 2yj, unde E are fe^ele x — 0 ,y — 0 , z — Q,x + y + z = 1 
R:$ = l 

11. Sa se calculede fluxul campului v — (y — z)i 4- [z — x)j 4- (x — y)k prin 
suprafa^a deschisa E : x 2 -f y 2 = 4 — z, 2 > 0, direct §i folosind formula 
Gauss-Ostrogradski, normala facand unghi ascutnt cu Oz. 

R: $ = 0 

12. Fie V : + < 1 §i v = Sx 2 zi+(y 2 — 2x)j + z 3 k. Sa se calculeze 

f fprV V ' n d<7. 

R: I fFrV 1J ' nd(7 = ^ 
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13. Calcula^i fluxul vectorului v = ^ prin suprafa^a E : x 2 + y 2 = z 2 , z = 
= h, h > 0. Sa se verifice rezultatul cu formula Gauss-Ostrogradski. 

R: $ = 2tt/i 2 (V / 2-1) 

14. Calcula^i fluxul vectorului v = ~g prin suprafa^a inchisa marginita de 
suprafefele x 2 + y 2 + z 2 = R 2 ,x = 0,y = 0,z = 0. Sa se verifice 
rezultatul cu formula Gauss-Ostrogradski. 

R: $ = f R 3 ~« 

SS. se calculeze urmatoarele integrale curbilinii cu ajutorul formulei lui 
Stokes: 

15. I = f c ydx-rzdy-\-xdz, unde C : x = a cos 2 1, y = sin 2t, z = a sin 2 1 

R: I = — ^=a 2 (scriem ecua^ia curbei C eliminand parametrul t §i 
ob^inem x 2 -f y 2 + z 2 = a 2 , x + z = 0) 

16. I — f ABC (z — y)dx + (x — z)dy + (y — x)dz luata de-a lungul laturilor 
triunghiului determinat de punctele A(a, 0,0), B{ 0, b. 0), C(0.0, c) 

R: / = ab -f- be -I- ac 

17. Calculafi circula^ia campului vectorial v = yi — zj + xk de-a lungul 
elipsei y = x, - ^ + z 2 = a 2 , versorul normalei la planul curbei n = 

= ^, folosind formula lui Stokes. 

R: 27ra 2 

18. Aflatji circula^ia campului vectorial v = Zzi + 2 yk de-a lungul cercului 
cu centrul in (1,2,3) de raza r din planul x + y + z = 6 parcurs in sens 

pozitiv fa^a de n = folosind formula lui Stokes. 

Ft- — 

v/3 

19. Calculafi circulatjia vectorului v = yi + yzj + zxk de-a lungul cercului 
C : x 2 + y 2 = 1, z = 2. Se va verifica rezultatul aplicand formula lui 
Stokes §i calculand fluxul rotorului lui v ce strabate suprafa^a sferei 
x 2 -r y 2 -h (z — 2) 2 = 1 situate deasupra planului z = 2. 


R: —7r 
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10, / = f f s 2 x 2 yzdydz A z 2 dzdx + xyz 2 dxdy, unde £ e fata exterioara a 

2 2 2 

semielipsoidului ^ + p A = 1 limitat de planul 2 = 0. 


Solufie. I = / / f v (4xyz 4- 0 + 2 xyz)dxdydz = 6 f f f v xyzdxdydz = 



= 3c 2 / Q 27r Jo ap cos 0£>psin 0(1 — p 2 )abpdpd$ = 
= 3a 2 6 2 c 2 Jo p 3 (l — p 2 )dp / 0 2?r cos 0 sin Odd = 


= 3aW(£/J-£/j)f(-cos20/§' r ) = O □ 

11. / = J f E x 3 dydzAx 2 ydzdxAx 2 zdxdy , unde £ este suprafat;a cilindrului 
x 2 Ay 2 = r 2 cuprinsa intre pianele z — 0, z = a 

Solufie. I — f f J v (3x 2 Ax 2 A x 2 )dxdydz = f f f v 5 x 2 dxdydz = 

= Jo 2 " fo So P 3 «* 2 ed ‘ d PM = 5J ¥- □ 

12. Sa se determine fluxul carnpului vectorial v = 2 xi A yj — zk prin 
suprafa^a E : y 2 A z 2 — ax,0 < x < a dupa normala n la suprafa^a 
care face un unghi asculjit cu semiaxa negativa Ox. 


Solute. Fluxul $ al carnpului vectorial v prin suprafa^a £ este dat de 
integrala de suprafa^a $ = J f E v • nda. 

Inchidem suprafatja £ cu discul £i situat in planul x = a. 

Notam S = £i U £. 

Teorema 13.2 ne da f f s v ■ Nda = f f f v di vvdxdydz, unde N e nor¬ 
mala exterioara la suprafafa S §i FrF = S 

Avem divv = J^{2x) A ^{y) A £(-z) = 2 


Atunci f j s v ■ Nda = J J f v 2 dxdydz — 2 J J D ^ f y 2 +z 2 dx^j dydz = 
= 2 f J D (a — \ dzdy,\mde D : y 2 A z 2 < a 2 


Deci / Is v ' Nda = fo fi* (° “ t) P d9d P = 

Dar,/ J s v ■ Nda = f f E v ■ nda A J J Ei v • n\da, unde rL\ (1,0,0) e 
normala la suprafafa £i. Rezulta $ = f f s v-nda = 7r a 3 —J v-n\da 

Pe suprafata £i : x = a, (y, z) 6 D,da = dxdy. Atunci 
f v ■ n\da = J f Ei 2 xda = f f D 2adzdy — 2aaria(D) — 2tt a 3 =4> 
=> $ = f f s v- nda = ?ra 3 — 2?ra 3 = —7ra 3 □ 
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13. Sa se determine fluxul campului vectorial v = xi 4 - yj + zk prin 
suprafat;a inchisa de cilindrul x 2 + y 2 — R 2 §i planele z = 0 §i 2 = 

= a, dupa normals exterioara la suprafa^a. 

Solufie. Fluxul $ al campului vectorial v prin suprafa^a inchisa E este 
dat de integrals de suprafa^a $ = f f s v ■ nda. 

Cf. Teoremei 13.2 avem $ = J f E v ■ nda = f J f v divvdxdydz, unde 
V este volumul inchis de suprafalja E. 

div ^= £(*) + %}(y) + hi z ) = 3 

Atunci $ = J J J v Zdxdydz = Zvol(V ) = 37 rR 2 a 

Calculam fluxul direct, fara Teorema 13.2. Fie E = Ei UE 2 UE 3 , unde 
Ei e baza cilindrului cu normals n-[ = ( 0 , 0 , — 1 ),E 2 e baza cilindru- 
lui cu normals n 2 = ( 0 , 0 , 1 ),E 3 e suprafa^a laterals a cilindrului cu 
normala n 3 = = (!,|, 0 ),unde f = x 2 + y 2 -R. 2 

Atunci 

® = JS :^ ^ * n ^ da + / Je 2 v * ^ da + ff S3 v- n 3 da = f / Ei - 2 dcr+ 

/ fs 2 z + f / e 3 ( x ' r + z ‘®) da ~ J + J fs 2 a ^~ 

I fz 3 = / is 2 a ~^ f fs 3 = a ' o.riaJj 2 + i? • ariaT> 3 = 

— anR 2 4- R2irRa = 3nR 2 a □ 


14. Calcula^i fluxul campului vectorial v = xi-h z 2 j 4 - y 2 k prin suprafa^a 
laterals a conului z 2 = x 2 + y 2 marginit de planul z — 1 , pentru z > 0 . 


Soluble. Pentru a aplica formula lui Gauss-Ostrogradski inchidem supra- 

fa^a formats din conul z 2 = x 2 -r y 2 cu discul 2 = 1 , cc 2 4 - y 2 < 1 
Avem dm; = 1 => $ = f J E v ■ nda = f f dxdydz = f 

Calculam fluxul lui u prin discul z = l,x 2 4 - y 2 < 1 care ma.rgine§te 
conul dupa normala exterioara . Aplicam denni^ia observand ca n = 

= k$iv-n = y 2 . Deci f J z=liX 2 +y 2^ v-nda = f f z=1>x 2 +y 2 £1 y 2 da = 

= / i'2 +y2 < 1 2/ 2 dxdy = Jo J 0 27r P 3 sin 2 = f 

Fluxul cerut va fi diferen^a dintre fluxul lui v prin con §i fluxul lui v 
prin discul z = 1 , x 2 4 - y 2 < l,deci $ = ^ — f = □ 


15. (Legea lui Gauss) Pentru orice q > 0, consideram campul scalar 


f{x,y,z) 


9 

x 2 4- y 2 4- z‘ 2 


9 

47rr 
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§i fie campul de gradient: 

E = -grad/. 

Campul scalar / reprezinta poten^ialul electric (sau potential New¬ 
tonian) asociat sarcinei electrice q plasate in O, iar E este campul 
electric generat (sau camp Newtonian). 

a. Sa se expliciteze E §i sa se demonstreze ca este camp solenoidal, 
adica : di vE = 0. 

b. Sa se demonstreze ca fluxul campului E prin orice suprafafa inchisa 
ce nu confine originea in interior este nul. 

c. Sa se demonstreze ca fluxul campului E prin orice suprafa^a inchisa 
ce confine originea in interior este q, (legea lui Gauss). 


Soluble, a. Putem calcula E direct cu definifia, sau aplicand pro- 
prieta^ile gradientului; obfinem: 


E = -grad/ = — 4- 
6 J 4t rr 3 


Aratam acum ca E este solenoidal: 
divE = —grad(divj) = -A/ = (3r 3 — 3 r(x 2 4- y 2 4- z 2 )) = 0. 

b. Fie E o suprafa^a inchisa ce nu confine originea in interior. Deoarece 
campul electric E este de clasa C l pe 1R 3 \ {O}, sunt indeplinite 
ipotezele formulei Gauss-Ostrogradski §i deci, (notam cu K compactul 
marginit de E §i cu n versorul normalei exterioare la E), obfinem: 

Es(E) = J Endu = J J J di vEdxdydz = 0. 

c. Fie acum E o suprafafa inchisa ce confine originea in interior. 
Deoarece E nu este de clasa C 1 pe compactul K marginit de E, (E nefi- 
ind de clasa C 1 in origine), nu putem aplica formula Gauss-Ostrogradski 
pentru a calcula fluxul lui E prin E. Fie R > 0 astfel incat sfera de 
centru O §i raza R (notata in continuare cu S ), sa fie inclusa in in- 
teriorul lui E. Fie suprafa^a (inchisa ) Ej = E U S', orientata dupa 
normala exterioara (deci pe S este normala interioara la sfera ). Fie 
K\ mul^imea compacts, marginita de Ei. Deoarece O £ Ki, fluxul lui 
E prin Ei este nul (conform (b)). Rezulta ca fluxul lui E prin E este 
egal cu fluxul lui E prin S (orientata dupa normala exterioara n = £ 
la sfera ): 

± r 

in Jo 


dip j sin Odd = q. 


^e(E) = [ Endry 

Js 


□ 
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16. Fie v = yzi + 2 xzj — x 2 k.S& se calculeze fluxul lui v prin elipsoidul 
4x 2 + y 2 + 4z 2 = 8 dupa normala exterioara , precum §i circula^ia 
lui v m lungul curbei C de intersec^ie a elipsoidului cu planul z = 1, 
parcursa pozitiv o data in raport cu Oz. 


Soluiie. Cum divu = 0, rezulta , cf. Teoremei 13.2, cS. fluxul $ = 0 

Pentru circulate putem aplica teorema 13.3, luand ca suprafa^a E 
por^iunea din planul z = 1 interioara curbei C. 

Avem rotu = —2 xi + (2a; + y)j -f zk §i n = k 

Atunci J c vdf = J f s (rotu) • nda — f da = aria E = 27r (Aria unei 
elipse de semiaxe a, b este nab §i se poate calcula cu ajutorul integralei 
curbilinii) □ 


Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii cu ajutorul formulei lui 
Stokes: 

17. / = f c ydx+zdy-}-xdz,unde C este cercul x 2 +y 2 +z 2 = a‘ 2 i x-\-y+z = 
= 0, parcurs in sens invers sensului de mi§care a acelor de ceasornic, 
daca privim din directia pozitiva a axei Ox 

Soluble. I = J c ydx + zdy + xdz = / / s —dydz — dzdx — dxdy = 

= “ / Is (ts + 7s + 7s) = Is ^.deoarece (^, sunt 

cosinu§ii directori ai normalei la fa^a E 

Daca D este interiorul proiectlei cercului C pe planul xOy, atunci (prin 
eliminarea lui z intre cele doua ecua^ii ate lui C ) D : x 2 + xy + y 2 < 

< y,^ = 0 

Deci I = — y/3f f D dxdy = — na 2 y/Z □ 

18. I = f c (y — z)dx + (z — x)dy + {x — y)dz, unde C este elipsa ob^inuta 
prin intersec^ia cilindrului x 2 4- y 2 = 1 cu planul x + z = 1, parcursa 
astfel meat proiec^ia curbei C pe planul xOy sa fie orientata pozitiv 


Solufte. Avem E : z = 1 — z, (x, y) 6 D, unde D este discul din planul 
xOy marginit de curba T-proiectiia curbei C in acest plan. Integrate se 
calculeaza pe falja superioara a suprafetni E cu normala n 0, j , 

da — \/2 dxdy 


I = I Ie ~2dydz — 2 dzdx — 2dxdy = —2 f f s da — 

= — - 4 = j f D \[2dxdy = -4 ariaD — —4n □ 


19. Fie E emisfera superioara a sferei unitate §i v — zi + xj + xyzk. Aflat-i 
fluxul rotorului lui v prin E orientata dupa normala exterioara . 
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Soluble. Folosind teorema 13.3 avem de calculat circula^ia lui v de-a 
lungul cercului 2 = 0, x 2 + y 2 = 1: 

J c vdf — f c zdx + xdy H- xyzdz = cos 2 tdt = it 

Integrala poate fi calculate direct: 

I i 1 k I 


rotv = 


d_ 

dx 


_d_ 

dy 

X 


d 

Tz 

xyz 


= xzi + (1 — yz)j + k §i observam ca n = r 


Deci lotv • n = x 2 z + y{ 1 -yz) + z 
J f s rotv • ndcr = J f s [x 2 z + y(l - yz) + z]dcr - 

= I U +V i< 1 K* 2 - v 2 +1) + y] = 

= f L^< 1O 2 - S ' 2 + !)<*«*» + J J x 2 Wil d xdy = * (p 

trecere la coordonate polare) 


rin 

□ 


20. Gasi^i circula^ia campului vectorial v = y 2 i + xyj + (x 2 -f y 2 )k prin 
conturul format din intersec^ia paraboloidului x 2 + y 2 = Rz cu planele 
x = 0,y = 0,2 — R parcurs in sens pozitiv relativ la normala exte- 
rioara a paraboloidului. 


Soluble. Direct : f 0AB vdf = vdf + JCg vdr + vdr 

Scriem ecua^iile parametrice ale curbelor: 

OA : x = 0,y = t. z = e [0, R] 

AB : x = Rsint , y = Roost, z = R,t 6 [0, 

OB : x = t,y = 0 ,2 = ^,t £ [0, R] 

Ioa ~ !dJ = IoA y ‘ dx + xydy + (x2 + y2 ' dz - Jo t<2 ' f 1dt = X 

Jab^=- Jo* (2 ' \ di = 

7T 7T 

Jgg vdf = f 0 2 R 3 cos 3 tdt — J 0 2 R? sin 2 1 cos tdt 

x 

Pentru calculul integralei f 0 2 cos 3 tdt facem schimbarea sin t — ypu, =4> 

==> Jq 2 cos 3 tdt = f 0 2 cost(l— sm 2 t)dt — fQ(l—u)u~%du = B (|,2) = 

r(|)r( 2 ) _ _ 4 

r(2+i) “ ITv^ " 3 

Deducem ca Jgg vdf = R 3 

Circula^ia este §Q AB vdf = .ft 3 4- 1 — |) = R 3 Cu teorema 13.3: 
Curba este porpunea de paraboloid orientata dupa normala exterioara. 

JoAB V&r = J fz=±(x 2 +y 2 ).x 2 +y 2 <R 2 ,x,y >0 rot ^ ' n< ^ U 
Avem rotv = 2 yi — 2xj — yk 
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grady 

Hgradi^SI 


□ 

21. Calcula^i circula^ia vectorului v = (x -fi y)i 4- (y + z)j + (z + x)k de-a 
lungul elipsei C : x 2 + 2 y 2 = 1, z = 0. Se va verifica rezultatul aplicand 
formula lui Stokes §i calculand fluxul rotorului lui v prin suprafe^ele : 

a) elipsa C\ 

b) elipsoidul x 2 + 2 y 2 + 4 z 2 = 1 situat deasupra planului xOy. 


Fie <p = —x 2 — y 2 + Rz. Normala la suprafa^a este n = 
= . 1 = (— 2 x, — 2y, R) 

^/4x 2 +4y 2 +R 2K ' 


JJU* 


z=-g(x 2 +y 2 ),x 2 +y 2 <R 2 ,x,y>0 


rott> • nda = 


— 3 f fx 2 + y 2<R 2 t x,y>0 ( 2 R ' + T? v) dxdy — 

= 3 f Q 2 —p 2 sin 0 d 0 dp = i? 3 


Solutie. Direct vom folosi reprezentarea parametrica a elipsei C : 
x — cos $, y = sin 9, z = 0 §i ob^inem 

J c vdf = f c (x + y)dx + {y + z)dy + (z + x)dz = 

= / 0 2?r [(cos0-|-^sinfl) • (-sin0) + 75sin0 • ^cos0 d6 = 

= ” /o T (72 sin2 0 + \ sin 9 cos0 ) de = 

Se va verifica rezultatul aplicand formula lui Stokes : 

a) rotu = —(i + j + k).n = k 
Atunci 

/ JsW • nda = — f fzda = — f / x2+2y2 < 1 dxdy = -f 

b) Pentru suprafa^a elipsoidulului situata deasupra planului xOy se 
ob^ine 






■y/z 2 +4^ 2 -fl6z 2 5 i v /x 2 +4y 2 +16, 

Atunci 

f f T (rotv) ■ndtr = f L - , f +2j, + 4 * , cfr = 

J JSV ' J JE y/x^+ ^+l g 

_ r r X±2y+4z _ y / x 2 +4y 2 +16^ 2 ^^_ _ 

J Jx 2 +2y 3 <l y/ x 2 +4y 2 +16z 2 40 " ' V 

= ~kJL 3 + 2y 3 <i X - ± ^dxdy=_ 

_ Iff s +2y+4| Vl-x 2 -2y 2 

- “4 J Jx 2 +2y 2 <l yi-jJfr aXdy ~ 

= -U fz 2 +2y 2 <1 (yi!2v + 2 ) <fa<iV = 

= [jf fo 1 + 2 ) 


7 T 


□ 
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22. Sa se calculeze direct §i cu formula lui Stokes integrala curbilinie 

J^(y 2 - z 2 )dx 4- (z 2 - x 2 )dy + (x 2 - y 2 )dz, 

unde T este poligonul de intersect^ dintre cubul [0,1] x [0,1] x [0,1] §i 
planul x 4- y 4- z = |. 


Soluble. T este un hexagon regulat. Pentru a calcula integrala cu 
dennitjia trebuie parametrizate laturile hexagonului; de exemplu, latura 
din planul xOy are parametrizarea: 


x{t) =t,y(t) = - -t, t € 




Calculam acum integrala aplicand formula lui Stokes. Fie E porfiunea 
din planul x + y + z = | situata in interiorul cubului (interiorul 
hexagonului). Proiec^ia lui E pe planul xOy este mul^imea 


D = <* + y<|,0<a;<l } 0<y<l}, 

a carei arie este |, O parametrizare (carteziana ) a suprafe^ei E este 

3 , , ^ 

z = --x-y,{x,y)eD. 

Aplicand formula lui Stokes, ob^inem: 

J ( y 2 — z 2 )dx + (z 2 - x 2 )dy + (x 2 - y 2 )dz = 

— — 2 J (x 4- y)dx A dy 4- (y 4- z)dy A dz -j- (z 4- x)dz A dx = 


= -2 



3 dxdy — —6aria(.D) = — 

D 2 


13.3 Probleme propuse 

Sa se calculeze cu ajutorul formulei lui Green,urmatoareie integrale cur- 
bilinii : 

1. / = f c e x2+y2 (-ydx 4- xdy ), ( C ) : x 2 4- y 2 — 1 
R: / = J c e x2jrV 2 (—ydx 4- xdy) = 27 re 
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2. I — Jq(x + y) 2 dx — (x — y) 2 dy , unde C este curba inchisa de parabola 
y = 2r §i dreapta y = z,parcursa in sens direct 

R:/=-| 

3 . I = J c (x 4- 2/)dx — (a? — y)dy,C : a: 2 -f y 2 = r 2 
R: / = - 2 ?rr 2 

4 . I = f c (x 4- y) 2 cfa; — (z 2 + y 2 )dy, unde C este triunghiul cu varfurile 
0(0,0), 

A(L0),B(0,1) 

R: 1 = -1 

Sa se calculeze cu ajutorul formulei lui Gauss-Ostrogradski, urmatoarele 
integrale: 

5 . I = f fj,x 2 dydz 4- y 2 dzdx 4 - z 2 dxdy>E este fata exterioara a sferei 
x 2 4 - y 2 4 - z 2 = a 2 

R: I = 0 

6. I = / f E x 3 dydz + y z dzdx 4 - z 3 dxdy,E este fata exterioara a suprafetei 
inchise x 2 -\-y 2 = z 2 ,z = h 

R: / = fg/i 5 

7 . I = / / s xyz(xdydz 4- ydzdx 4- zdxdy), unde E : 3 2 4- y 2 + z 2 = 

= a?,x,y,z > 0 

R:/=^ 

Sa se calculeze fluxul & = f v-ndcr cu formula lui Gauss-Ostrogradski: 

8. v = —yi 4- xj. unde E este cubul unitate 
R: $ = 0 

9 . v = a; 2 ?! 4 - 2/ 2 j 4- £ 2 &:, unde E este sfera unitate 
R: $ = 0 

10 . v = xi 4 - 2 yj, unde E are fetele x = 0 ,y = 0 ,z — 0 ,x + y + z = 1 
R: $ = \ 

11 . Sa se calculede fluxul campului v = (y — z)i + (z — x)j 4 -(x — y)k prin 
suprafata deschisa S : x 2 4 - y 2 = 4 — z, z > 0 . direct §i folosind formula 
Gauss-Ostrogradski, normala facand unghi ascutit cu Oz. 

R: $ = 0 

12 . Fie V : ^ 4-y 2 4- ^ < 1 §iu = 3 x 2 zi + (y 2 — 2 x)j + z 3 k. Sa se calculeze 
f fFrV V - nd(J - 
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13. Calcula^i fluxul vectorului v = ~ prin suprafa^a E : x 2 4 - y 2 = z 2 , z = 
= h,h> 0. Sa se verifice rezultatul cu formula Gauss-Ostrogradski. 

R: $ = 2rf(v / 2-l) 

14. Calcula^i fluxul vectorului v = ^ prin suprafa^a inchisa marginita de 
suprafetele x 2 -t- y 2 + z 2 = R 2 ,x = 0,y = 0,z — 0. Sa. se verifice 
rezultatul cu formula Gauss-Ostrogradski. 

R: $ = § RS-v 

Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii cu ajutorul formulei lui 
Stokes: 

15. I — J c ydx+zdy+xdz, unde C : x = acos 2 f,y = sin 2 f, z = asin 2 t 

R: I = — ^a 2 (scriem ecua^ia curbei C eliminand parametrul t si 
obtjinem x 2 -h y 2 + z 2 = a 2 ,x -h z = 0 ) 

16. / = Jabc( z ~ y)dx 4 - (x — z)dy + (y — x)dz luata de-a lungul laturilor 
triunghiului determinat de punctele A(a, 0,0), J3(0, b, 0), (7(0.0, c) 

R: I = ab 4- 6 c + ac 

17. Calcula^i circula^ia campului vectorial v = yi — zj + xk de-a lungul 

2 2 

elipsei y = x, - ^ y -- + z 2 = a 2 , versorul normalei la planul curbei n = 
= folosind formula lui Stokes. 

R: 27ra 2 


18. Afla^i circula^ia campului vectorial v = 3 zi 4 - 2 yk de-a lungul cercului 
cu centrul in ( 1 , 2 .3) de raza r din planul x + y 4 - z = 6 parcurs in sens 

pozitiv fat;a de n = folosind formula lui Stokes. 

•r. _zizi 

^ >/3 


19. Calculate circulatjia vectorului v — yi + j/zj + zz/c de-a lungul cercului 
C : x 2 y 2 = 1. z = 2. Se va verifica rezultatul aplicand formula lui 
Stokes §i calculand fluxul rotorului lui v ce strabate suprafa^a sferei 
x' 2 + y 2 + {z — 2) 2 = 1 situate deasupra planului z = 2 . 


R: —7r 
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